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Fir Allegra und Franca



For every complex problem there is a simple solution that is wrong.
George Bernard Shaw

Everything should be explained as simple as possible, but no simpler.
Albert Einstein



Vorwort

Der Entwurf, die Beschreibung oder zumindest die Nutzung von signalverar-
beitenden Systemen — seien es biologische, elektronische, mechanische oder
andere Systeme — stellt eine Grundlage nahezu jeder technischen Anwen-
dung dar. Kein anderes Gebiet wurde dabei in den letzten Jahrzehnten so
intensiv bearbeitet und weiterentwickelt, wie die Signalverarbeitung mit Hil-
fe von digitalen elektronischen Systemen. Das populdrste Ergebnis dieser
Entwicklung sind mikroprozessorgesteuerte Systeme, in Form von Compu-
tern, Industrie-Automatisierungsanlagen, Kommunikationseinrichtungen oder
Consumer-Geréten, um nur einige Kategorien zu nennen. Da Mikroprozesso-
ren, Digitale Signalprozessoren (DSP) und sogar von Betriebssystemen un-
terstiitzte Rechner immer billiger werden, werden immer weitere Verfahren
digitalisiert werden.

All diese Systeme nutzen ein und den selben erfolgreichen Ansatz: die Di-
gitaltechnik. Dieses Verfahren ist bekanntermafien vielen zuvor verwendeten
technischen Losungen deutlich iiberlegen und erlaubt eine enorme Steigerung
von Prézision, Robustheit, Komplexitat und Effizienz in unzihligen Anwen-
dungen. Die Moglichkeit, das Design kompletter signalverarbeitender Syste-
me auf die softwareseitige Implementierung der bendtigten Algorithmen zu
beschrinken, vereinfacht den Entwurf komplexer Systeme derart, dass sich
in einer stindig wachsenden Anzahl von Fillen eine ,Digitalisierung” von
Problemstellungen in der iiblicherweise nicht digitalen Umwelt lohnt.

Bezeichnenderweise spielt es im Umgang mit digitalen Signalverarbei-
tungssystemen selten eine Rolle, ob es sich um ein digitales Signal handelt
oder nicht. Der wichtigste Unterschied zwischen analogen Signalen und den
Signalen, die mit {iblichen digitalen Systemen — beispielsweise Mikroprozesso-
ren — verarbeitet werden, ist deren zeitliche Quantisierung (Abtastung, Tak-
tung). Digitale Signale oder digitale Systeme sind jedoch nicht notwendiger-
weise zeitdiskret, denn die Eigenschaft ,digital “ bezieht sich auf die Am-
plitudenquantisierung. Letztere kann jedoch heutzutage aufgrund gesteigerter
Wortbreiten oftmals getrost vernachléssigt werden und daher werden im Fol-
genden fast ausschliefslich Effekte behandelt, die aus der zeitlichen Quanti-
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sierung eines analogen Signals resultieren. Somit wiirde ein besserer Titel fiir
dieses Buch eher ,Grundlagen der Verarbeitung zeitdiskreter Signale“ lauten.
Es ist jedoch verbreitet, dies mit der Bezeichnung ,digital“ zusammenzufas-
sen und man sollte sich dariiber im Klaren sein, dass die alleinige Behandlung
zeitdiskreter Signale ein grofies Gebiet der Digitaltechnik ausschliefit, ndmlich
die kombinatorische Logik, die heutzutage zumeist in Form von programmier-
baren Logikbausteinen (PLDs) einen grofien Stellenwert unter den digitalen
Systeme ausmacht. Im Folgenden wollen wir den Unterschied zwischen zeit—
und amplitiudendiskreten Systemen genau auseinander halten.

Dieses Buch vermittelt die Grundlagen, die bendtigt werden, um zeitdis-
krete Signalverarbeitungssysteme zu berechnen und zu entwerfen. Ein grofser
Teil der digitalen Signalverarbeitungssysteme ist, wie eben geschildert, zeit-
diskret. Das Buch beschreibt in Kap. 1 zunéchst Eigenschaften zeitdiskreter
Signale. Es folgt mit den Kapiteln 2 und 3 eine Gegeniiberstellung von analo-
gen und zeitdiskreten Systemen, wobei gewisse Parallelen aufgezeigt werden,
die dem Leser, der mit der analogen Signalverarbeitung vertraut ist, den Ein-
stieg in die digitale (zeitdiskrete) Signalverarbeitung erleichtern. In Kap. 4
folgt die Umwandlung von analogen in digitale Signale (und umgekehrt) mit
den dabei zu beachtenden Forderungen an die Abtastung des urspriinglichen
Signals und dessen Rekonstruktion. Dabei werden Aspekte der Informations—
und Codierungstheorie gestreift. Wichtige Methoden zur Verarbeitung zeitdis-
kreter Signale, vor allem die einseitige Z-Transformation, werden ausfiihrlich
in Kap. 5 behandelt. Zusammen mit der diskreten Fouriertransformation in
Kap. 6 ermdglicht dies die Analyse und Synthese der Eigenschaften von linea-
ren, zeitinvarianten Systemen.

Wurden bisher die Eingangssignale als deterministisch betrachtet, gelan-
gen wir schliefilich in Kap. 7 zu den zunehmend an Bedeutung gewinnenden
stochastischen Signalen und ihrer Beschreibung. Nach der Behandlung von
Korrelationsverfahren schliessen sich in Kap. 8 Modellsysteme zur Verarbei-
tung solcher Signale an. Als prototypisches Anwendungsgebiet werden digitale
Systeme der automatischen Sprachsignalverarbeitung vorgestellt.

Alle beschriebenen Methoden werden ausfiihrlich vorgestellt. Mathemati-
sche Zusammenhinge werden ausfiihrlich erldutert, was das Buch ohne Zuhil-
fenahme von Sekundérliteratur lesbar macht. Damit legt dieses Buch stérke-
ren Wert auf die mathematische Verstandlichkeit und Konsistenz der Digita-
len Signalverarbeitung, als auf deren Anwendungen. In jedem Kapitel werden
geloste Beispielaufgaben vorgestellt, die den Stoff unmittelbar vertiefen. Am
Ende der Kapitel sind Ubungsaufgaben zum Selbststudium angegeben.

Das Buch richtet sich an Studierende im Hauptstudium, die Digitale Si-
gnalverarbeitung als eigensténdiges Fach oder als Teilgebiet der Mustererken-
nung, des Filterentwurfs oder anderer Fécher studieren. Es richtet sich ebenso
an gestandene Ingenieure, Informatiker und Naturwissenschaftler, die sich die
Grundlagen der Digitalen Signalverarbeitung selbsténdig aneignen mochten.

Magdeburg, im Sommer 2004 Andreas Wendemuth
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1

Zeitdiskrete Signale und Signalparameter

Eine physikalische Grofe kann als Trager einer Information dienen, wenn
man fiir ihren Zustand oder dessen zeitlichen bzw. rdumlichen Verlauf eine
Bedeutung vereinbart. Beispielsweise kann der Luftdruck in einem begrenzten
Bereich eines Raumes Tréger von Sprachinformation sein, wenn eine nahe ge-
legene Schallquelle entsprechende Luftdruckschwankungen auf der Basis einer
Sprachinformation hervorruft. Eine physikalische Grofie, fiir deren Zustand
man eine Bedeutung vereinbart hat, bezeichnet man als ,Signal® , also als
ein Merkmal, das dafiir geeignet ist, die eingepréigte Information zeitlich oder
rdumlich zu {ibertragen.

Lokale physikalische Zustande sind im Allgemeinen nie von ihrer Umge-
bung isoliert. Die Kopplung zu benachbarten physikalischen Grofien ergibt
ein zusammenhingendes System von Zustidnden, durch die sich eine lokale
Anderung eines Zustandes unter Beriicksichtigung des Relativitéits- und des
Kausalitatsprinzips ausbreitet.

Ausgehend von dieser Uberlegung soll das folgende Kapitel die grundle-
genden Eigenschaften zeitdiskreter Signale im Vergleich zu kontinuierlichen
analogen Signalen in zunéchst sehr einfacher Form verdeutlichen. Danach wa-
gen wir uns an eine mathematische Notation solcher Signale und entwickeln
damit die Grundlagen, auf die die weiteren Kapitel dieses Buches in etwas
anspruchsvollerer Form aufbauen. Leser, denen zeitdiskrete Signale und deren
Eigenschaften bereits bekannt sind, sollten sich die in diesem Buch verwen-
dete Nomenklatur im Kapitel 1.3 ansehen und koénnen dann mit einem der
néchsten Kapitel fortfahren.

1.1 Klassifikation von Signalen

Je nach Betrachtungsweise lassen sich Signale in unterschiedliche Klassen auf-
teilen. Mogliche Unterscheidungskriterien konnen sein:
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Zeitsignal

analog
kontinuierlich
periodisch
(streng) monoton
stetig
bandbegrenzt
kausal
energiebegrenzt
amplitudenbegrenzt
deterministisch
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— Ortssignal
— (amplituden)diskret

«—

>
>
«—
«—
«—
—
—
—

diskret (diskontinuierlich)

nicht periodisch

nicht (streng) monoton

unstetig

nicht bandbegrenzt < harmonisch
akausal

nicht energiebegrenzt

nicht amplitudenbegrenzt
stochastisch

Die fiir unsere Betrachtungen relevanten Signaleigenschaften werden im Fol-

genden ndher erliutert.

1.2 Signaleigenschaften

X, ] xft),

: gl

0 - 0 an?ol lT HO?

|

-4 4 -4 4

0 5 10 15 20 ¢ 0 5 16 15 261‘
x3(t)4 ] x4(t)4

2 2

0 1 0 ¢

-2 -2

-4 4 -4 3

o 5 10 15 20, 0 5 10 15 20,

Abbildung 1.1. Kontinuierliche und quantisierte Signale: z;: kontinuierliches ana-
loges Originalsignal z: zeitliche Quantisierung, z3: Amplitudenquantisierung x4:
zeitliche und Amplitudenquantisierung

In Abb. 1.1 sind die Signale x5 und x5 dargestellt, die durch zeitliche Quan-
tisierung sowie durch Amplitudenquantisierung eines Zeitsignals z1 entstan-
den sind. Das Signal x4 ergibt sich durch Zeit- und Amplitudenquantisierung
des Signales x1. Dieses ist
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e ein Zeitsignal: x1 ist eine Funktion des eindimensionalen Signalparame-
ters Zeit.

¢ kontinuierlich: Es existiert zu jedem Zeitpunkt ein Signalwert x; ().

e analog: Jeder Signalwert — evtl. zwischen zwei Grenzen — kann
im Signal auftreten.

e skalar: Jeder Signalwert ist ein Skalar, d.h. ldsst sich durch eine

reelle bzw. eine komplexe Zahl ausdriicken.

Signale sind nicht notwendigerweise Zeitsignale, also Signale, die durch
Beobachtung eines Umweltparameters im Verlaufe der Zeit entstehen. Bei-
spielsweise kann ein Kamerabild interpretiert werden als ein zweidimensiona-
les Signal, in dem beispielsweise die Farbe eine Funktion iiber dem Ort (z,y)
des Bildes darstellt. Im Folgenden werden wir allerdings von Zeitsignalen aus-
gehen, sofern dies nicht explizit anders erwdhnt wird. Samtliche Sachverhalte
lassen sich jedoch verallgemeinern auf Signale, die keine Funktion der Zeit
sind. Die Zeit bzw. der Ort werden als Signalparameter des Signals bezeich-
net.

1.2.1 Zeitdiskrete Signale

Die zeitliche Quantisierung analoger Signale wird haufig als ,,Abtastung® be-
zeichnet und fiihrt zu (zeit-)diskreten Signalen, von denen dieses Buch haupt-
séchlich handelt. Auf den Vorgang der Abtastung werden wir noch ausfiihrlich
eingehen und beschrénken uns daher zun&chst auf eine intuitive Darstellung
zeitdiskreter Signale. Diskrete Signale unterscheiden sich von den kontinuier-
lichen Signalen durch ihren quantisierten Signalparameter. Die Beobachtung
eines diskreten Zeitsignals liefert also eine abz&hlbare Folge von Signalwerten
— jeweils nach einem bestimmten Zeitschritt einen neuen Signalwert, wahrend
ein kontinuierliches Signal in einem bestimmten Zeitintervall aus unbegrenzt
vielen Signalwerten besteht.

1.2.2 Amplitudenquantisierte Signale

Amplitudenquantisierte Signale nehmen im Gegensatz zu den analogen Si-
gnalen zu jedem Zeitpunkt nur genau einen Zustand aus einer vordefinierten
abzdhlbaren Menge von Zusténden ein. Werden beispielsweise zwei Zustédnde
(Quantisierungsstufen) mit den Bezeichnungen H= high“ und L= low“ un-
terschieden, spricht man von einem Bindrsignal, das im zeitdiskreten Fall so
aussehen konnte: ... LLHLLHHHLHHH .... Dabei werde zum Zeitpunkt
t = 0 der unterstrichene Zustand L eingenommen und in gewissen Zeitschrit-
ten folgt eine neue Informationseinheit — némlich ein neues L oder ein neues
H.

Nun stehen jedoch in elektronischen Schaltungen keine bindren Signaltra-
ger zur Verfiigung, sondern lediglich Spannungen, Strome, Ladungen, Tempe-
raturen, Lichtstdrken etc. Da Signale immer an einen Signaltriger gebunden
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sind, ist ein Verfahren erforderlich, ein amplitudenquantisiertes Signal mit ei-
nem analogen Signaltriger zu iibertragen. Die Moglichkeiten dafiir sind viel-
faltig und sind Gegenstand der Nachrichtentechnik. In Abb. 1.2 sind einige
gebrauchliche Varianten skizziert, mit denen ein zeitdiskretes bin&res Signal
mit einem analogen Signaltriger (hier eine Spannung) codiert werden kann.

"4
5
H
24 t-1t-1-1---1--- -
undefiniert
04 par " for—--tor |-
0 2 4 6' tf
(c)
v
p
0 2 4 6 tf, 0 2 4 6 tf,

Abbildung 1.2. Varianten der Codierung eines zeitdiskreten Bindrsignals ,LHLH-
HL“ mit einen analogen Signaltréger

1.2.3 Digitale Signale

Ein digitales Signal ist ein speziell codiertes amplitudendiskretes Signal. Ist
ein Signal nicht nur auf zwei, sondern allgemein auf n Quantisierungsstufen
quantisiert worden, kann wiederum jeder Stufe ein Code, beispielsweise eine
Zahl 0...n—1 zugeordnet werden. Das quantisierte Signal ist somit beschrieben
durch eine fortlaufende Folge von je einem Codewort pro Zeitschritt. Von ei-
nem digitalen Signalverarbeitungssystem kann ein amplitudendiskretes Signal
verarbeitet werden, wenn die Codierung der Quantisierungsstufen digital, d.h.
mit einer Kombination binérer Teilsignale erfolgt. Die Amplitudenquantisie-
rung und die verschiedenen Methoden der Digitalcodierung sind Gegenstand
ausfiihrlicherer Betrachtungen und wir werden im Kapitel 4 darauf zuriick-
kommen, nachdem wir uns zundchst mit den mathematischen Grundlagen
zur Beschreibung von zeitdiskreten Signalen und den zeitdiskreten Systemen
im Kapitel 3 auseinandergesetzt haben. In Abb. 1.3 ist die Umwandlung eines
analogen Signals x in ein digitales Signal x, veranschaulicht. Abb. 1.4 zeigt
die spéater beschriebenen Komponenten, die dies technisch realisieren.
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Xg={%5... x,%
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Abbildung 1.3. Digitalumsetzung: Das analoge Signal = geht durch die Quantisie-
rung in ein amplitudendiskretes Signal x4 iber. Die einzelnen Quantisierungsstufen
(hier elf) werden mittels einer Kombination der vier Binirsignale =} bis =} digital
codiert. Dies beschreibt die Abbildung von = auf das Digitalsignal .

Aw N~ A~ s B
s TP—>S&H—>£—>%M

Bandbegrenzung Abtastung Quantisierung  Digitalcodierung

Abbildung 1.4. Umwandlung eines analogen Signals in ein digitales Signal mit
Bandbegrenzung durch Tiefpaf (TP) und Abtastung durch Sample & Hold (S&H)

1.3 Diskrete Signale und deren Notation

Diskrete Signale entstehen im Allgemeinen durch Abtastung eines analogen
kontinuierlichen Signals. Man erhalt eine Sequenz von analogen oder quanti-
sierten Signalwerten x,,, die sich im Intervall [a, b] als Folge notieren ldsst:

z[n] = {Tay Tat1ys s T0,y - s Tpo1, T} = {70}, (1.1)

Diese Folge charakterisiert eine diskrete Funktion
X :Z = Roder C, (1.2)
die einen ganzzahligen Index n auf die einzelnen Signalwerte z,, abbildet:

n=z(n) =z, (1.3)
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Die Abtastung kann dquidistant, zufallig oder in beliebiger anderer Weise
erfolgen. Wird das zeitkontinuierliche Signal x%(t) dquidistant abgetastet —
wovon im Folgenden ausgegangen werden soll — 1asst sich eine Abtastfrequenz
fa definieren:

n) = x*(nT,) (1.4)

Wir legen fest, dass mit
z[n) (1.5)

die gesamte Folge = der Variablen n bezeichnet wird, wihrend wir hingegen
mit einer der beiden Darstellungen

x(n) = xy (1.6)

ein einzelnes Element — ndmlich das n-te Element — der Folge x[k] bezeich-
nen. Um eine Folge durch Aneinanderreihen der Folgen-Elemente zu notieren,
verwenden wir geschweifte Klammern:

z[n] ={0,...,0,1,0,...,0} (1.7

In dieser Darstellung kennzeichnen wir das Element 2[0] durch Unterstrei-
chen.

Beispiel 1.1 — Notation zeitdiskreter Folgen.

Notieren Sie das Signal x4 aus Abb. 1.1 als Folge und geben Sie die
Abtastfrequenz an. Die Zahlen der Abszisse in der Abbildung sollen
die Einheit ms besitzen. Es werde vereinbart, dass das zu n = 0 ge-
horige Element xg unterstrichen dargestellt wird.

Losung:

z4[n] ={0,3,4,2,0,-1,0,0,0,—-1,-3,-3,-2,1,4,3,1,0,—1,0,1}
(1.8)
Der zeitliche Bezug, wie er in der Abbildung dargestellt ist, geht ver-
loren. An seine Stelle tritt ein ganzzahlig durchnummerierter Index:
2(0) =0,2(1) = 3, usw.

1
= ——=1kH 1.
fao= 1~ =1kHz (1.9)

a
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1.4 Spezielle Folgen

Besondere Bedeutung besitzen die folgenden fiinf Folgen:

¢ Impulsfolge (Deltafolge, Dirac):

1 n=0~
={... 1,0,...} = 1.10
)= o0y ={g P20 o
¢ Sprungfolge (Heavisidefolge):
1 n>0)%
=4{...,0,1,1,...} = - 1.11
= fenontb={g P20
¢ Rampenfolge:
n n>0)"
=4{...0,0,1,2,3,...} = - 1.12
= (0023 = {3 P20
¢ reelle kausale Exponentialfolge:
n >0
xaln] = o= la| <1 (1.13)
0 n<0
¢ komplexe Exponentialfolge:
zo[n] = ™71 = cos(nwT) + j sin(nwT) (1.14)
o[n] ofn]
1 1 T—O—O—O—O—O—O—
0 &o—o—o—olo—o—o—o—o—o‘ 0- 0000 . . T
4 2 0 2 4 6 n 4 2 0 2 4 6 n
pln] X [n]
0 M/D/D/D/a 0{40000+——F
-4 -2 0 2 4 6 n 4 -2 0 2 4 6 n

Abbildung 1.5. Darstellung der Impulsfolge, Sprungfolge, Rampenfolge und der
rellen, kausalen Exponentialfolge
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Re{x e[n]}1 Im {Xe[nJ}1

-1 1
4 ¢
———— §

2 0 2 4 6 n 2 0 2 4 6 n

Abbildung 1.6. Realteil und Imaginirteil der komplexen Exponentialfolge mit
wT = %

Abb. 1.5 zeigt diese Folgen grafisch. In Abb. 1.6 sind der Real- und der
Imaginarteil der komplexen Exponentialfolge dargestellt.

Die komplexe Exponentialfolge wird verwendet, um das Verhalten von Sys-
temen im Frequenzbereich genauer zu untersuchen. Jedes diskrete Signal kann
als Summe von gewichteten und zeitverschobenen Deltafolgen, Sprungfolgen
oder Rampenfolgen geschrieben werden. Dies ist bei den Deltafolgen sofort
einsichtig, da eine Folge x[n] wie folgt geschrieben werden kann:

oo

z[n] = Z x;0[n — 1] (1.15)

1=—00

Die Deltafolge verschwindet fiir alle i # n. Berechnen wir z.B. das k-te
Element der Folge in Gl. (1.15), so ergibt der Wert der Summe z46[0] = z.
Nach dieser Gleichung lassen sich auch die Rampen- und die Sprungfolge aus
Diracimpulsen zusammensetzen. Es ist ersichtlich, dass die Dirac-, Rampen-
und Sprungfolge wie folgt ineinander tibergehen:

oln] = i 3[n — 4] "H=H i 3[i — 1] (1.16)
i =0

pln] = oln—i] = idli — n] (1.17)

i=1 i=1

In Abb. 1.7 ist eine anschauliche Darstellung vom rechten Teil der Gl.
(1.16) dargestellt.

Die Gleichungen (1.16) und (1.17) ergeben sich direkt aus Gl. (1.15). Wei-
terhin kann man die Diracfolge auch wie folgt aus einer Sprungfolge zusam-
mensetzen:

0[n] = o[n] — o[n — 1] = o[n]o[—n] (1.18)

oder einer Rampenfolge:

ofn] = pln+1] - pl] (1.19)
d[n] = o[n] —o[n — 1] = p[n + 1] — 2p[n] + p[n — 1] (1.20)
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Abbildung 1.7. Darstellung des rechten Teils von Gl. (1.16). Die vertikalen,
gestrichelten Linien deuten die Summation an:

Position a): Fiir alle n < 0 ist o(n) = 0:

Der Index (i — n) der rechten Seite durchlduft fir ¢ = 0...c0 die Werte
(=n) > 0...00. Damit sind die aufsummierten Impulsfolgen fiir alle Werte von 4
ebenfalls 0.

Positionen b,c): Fiir alle n > 0 ist o[n] = 1:

Der Index (i — n) der rechten Seite durchlduft fir ¢ = 0...c0 die Werte
(=n) <0...00,also {—n,...,0,...}. Fir genau einen Wert von ¢ im Bereich 0. .. oo,
nimlich ¢ = n (fiir die Position b): n = 0, fiir die Position c¢): n > 0), wird eine der
aufsummierten Impulsfolgen an der Stelle O betrachtet und liefert damit den Wert
1. Alle anderen Impulsfolgen der rechten Seite liefern den Wert 0. Damit nimmt die
Summe der Impulsfolgen auf der rechten Seite fiir jedes beliebige, aber feste n > 0
den Wert 1 an.

Man erkennt eine gewisse Verwandtschaft zwischen der Integration konti-
nuierlicher Signale und der Summation bei diskreten Signalen. Der einfachste
Weg zur Uberpriifung der Giiltigkeit der Gl. (1.19) ist die Berechnung eines
beliebigen Elements k. Laut Gl. (1.19) und Gl. (1.12) gilt zum Beispiel:

0 k< -1
0r=40-0=0 k=-1 (1.21)
k+1—-k=1 k>=0

Gl. (1.20) folgt direkt durch Einsetzen aus Gl. (1.19). Das bedeutet, dass
jede beliebige Folge als gewichtete Summe von Diracfolgen, Sprungfolgen
oder Rampenfolgen geschrieben werden kann. Die Inverse Diskrete Fourier-
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Transformation (Kap. 6) stellt die Zerlegung einer beliebigen Folge als Summe
von gewichteten, komplexen Exponentialfunktionen dar.

Beispiel 1.2 — Notation eines Signals als Summe von Rampen-
Folgen.

Notieren Sie die Folge

n—1 0<n<4

x[n] = { (1.22)

0 sonst

als gewichtete Summe von Rampen-Folgen!
Losung:

z[n] = p[n — 1] = 3p[n — 3] + 2p[n — 4] (1.23)

Anschaulich zeigt dies das folgende Bild.

\
] \-3p[n-3]

Abbildung 1.8. Zusammensetzung aus Rampenfolgen

O

An dieser Stelle sei noch einmal angemerkt, dass mit ,,§[n]“ die komplette
Folge bezeichnet wird und nicht etwa nur das n-te Element. Dies gilt ent-
sprechend auch fiir andere Folgen. Alle Gleichungen, die in diesem Abschnitt
hergeleitet wurden, beziehen sich also jeweils auf die gesamte Folge.

1.5 Signalmafie zeitdiskreter Signale

Zur Untersuchung von Signalen lassen sich geeignete Parameter definieren, die
aus dem Signal unter Verwendung eines eindeutigen Algorithmus errechnet
werden. Einige dieser als ,,Signalmafie” bezeichneten Parameter sollen bereits
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an dieser Stelle definiert werden — weitere folgen an geeigneten Stellen im
Buch.
Fiir zeitdiskrete Signale x[n| seien folgende Signalmafe definiert:

Diskrete Summe:

+oo
Sp = Z Ty (1.24)

n=—oo

Absolute Summe:

Sa = Z |xn‘ (125)

Wenn fiir s, ein endlicher Grenzwert existiert, nennt man x[n] ,,absolut
summierbar®.

Signalenergie:

Sei z(t) ein zeitkontinuierliches Zeitsignal, so bezeichnet man mit dem
Integral

B / o) Pt (1.26)

— 00

die Energie von x(t). Ist dieses Integral endlich, nennt man z(¢) ein Ener-
giesignal.

Analog dazu erfolgt auch die Berechnung der Energie eines zeitdiskreten
Signals (von Griinigen, 2001). Die Integration wird durch eine Summation
ersetzt:

E= > |z| (1.27)
Mittelwert:
z= lim ——— > "z, (1.28)

Sinnvoll ist diese Berechnung insbesondere fiir periodische Signale (Periode
N). Liegt ein solches Signal vor, vereinfacht sich die Mittelwertbildung zu

1
T=— Y kel (1.29)

Signal-Leistung:
Mit dem Grenzwert {iber das Integral
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T—ooT T
7

_ 1 [t% )
P— lim _/ 2 (t)[2dt (1.30)

wird die mittlere Leistung eines kontinuierlichen Zeitsignals berech-
net. Ist x(t) kein Energiesignal aber P endlich, zdhlt z(t) zu den Leis-
tungssignalen.
Auch hier reduziert sich die Integration auf eine Summation im zeitdis-
kreten Bereich:

b
_ 1 9
P= lim — n 1.31
ﬁ%m-ﬂué'x‘ (1.31)

Liegt zur Berechnung der Leistung ein periodisches zeitdiskretes Signal vor
(Periode N), wird dessen Leistung berechnet mit

(1.32)
Beispiel 1.3 — Berechnung unendlicher Summen.

Berechnen Sie folgende unendliche Summe der zweiseitigen Exponen-
tialfolge:

S= > a (1.33)
Losung:
Aufgrund der Symmetrie des Signals vereinfacht sich S zu:

S=1+2) a™ (1.34)
n=1

Es ist somit ein Grenzwert N — oo fiir die Summe 6 = 25:1 a™"
zu berechen. Dazu wird durch eine Indexverschiebung n = m + 1
substituiert und anschliessend aufgeldst:

a

N-1 1
6= —(m+1) _ Z

N
1
l—i—Zam—aN] [l—l—Q—a*N]
m=1
(1.35)
Durch Umstellen erhdlt man (fiir a # 1)

_ 1—a N

o= (1.36)

a—1
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Der Grenzwert N — oo fiir diesen Ausdruck wird verwendet, um
die Grenzwertaufgabe zur Berechnung der unendlichen Summe S zu
formulieren:

S—1+42 gim (12t (1.37)
a N —oo a—1 )

Fiir |a| < 1 divergiert der Z&hler gegen —oo bei negativem Nenner.Fiir
a =1 divergiert die Summe © offensichtlich. Somit erhilt man folgen-
de Losung:

1+ -2 1

g=ttaT la> . (1.38)
00 {la] < 1 oder a = 1}

Zum Verhalten fiir S fiir {|a| = 1 und a # 1} siehe Ubung 1.1. O

Beispiel 1.4 — Berechnung der Energie und der mittleren
Leistung zeitdiskreter Folgen.

Berechnen Sie die Energie und Leistung der zweiseitigen Exponenti-
alfolge:

z[n] = a= " (1.39)

Losung:

E= i (a_|”|)2: i (a?)~ " (1.40)

n=—oo n=—oo

Diese unendliche Summe wurde bereits in Beispiel 1.3 berechnet, so
dass hier eine direkte Losung angegeben werden kann:

14+ 2= 1
poltta= led> . (1.41)
00 la] < 1odera=1

Ebenfalls unter Zuhilfenahme der in Bsp. 1.3 verwendeten Methoden
kann die Leistung berechnet werden:

1 N )2 1 =
—_ ] -n = i 2_n
P—A}Enoozzvun_ZN(“ ) =t o P ]

0 Jal>1
P={1 a=1 . (1.42)
oo |al <1

Der Fall {|a| = 1 und a # 1} fiir Energie und Leistung wird in Ubung
1.2 behandelt. o

13
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1.6 Eigenschaften diskreter Signale

Die Definition von Signal-Eigenschaften dient der theoretischen Verallgemei-
nerung von Algorithmen, die auf Signale angewendet werden kénnen. An die-
ser Stelle soll auf die Kausalitdt und die Periodizitit eingegangen werden.

e Kausalitiit: Eine zeitdiskrete Folge x[n] heifit ,kausal®, wenn sie nur fiir
nichtnegative ganzzahlige Argumente definiert ist:

Tkausal [n} :Ng=RVC (1.43)

Ist sie dagegen auch fiir negative ganzzahlige Argumente definiert, heifit
die Folge ,,antikausal®“:

Tantikausal [n] :Z=RvVvC (144)

Im Unterschied dazu nennt man Folgen, die im Bereich der ganzen Zahlen
definiert sind ,rechtsseitig“ bzw. ,linksseitig®“, wenn simtliche Werte
unterhalb bzw. oberhalb einer Grenze & null sind:

Trechtsseitig[] : {Z;Vz[n <k €Z] =0} = RVC (1.45)

Tlinksseitign] 1 {Z;Valn >k € Z) =0} == RVC (1.46)

Kausalitat bezeichnet den zeitlich vorwéarts gerichteten Zusammenhang
von Ursache und Wirkung. So zeigt es sich an vielen Punkten der Signal-
verarbeitung, dass ein berechenbares theoretisches System praktisch nicht
realisierbar ist, wenn es nichtkausalen Charakter besitzt. Als Beispiel sei
ein Anwendungsfall aus der Regelungstechnik genannt: Bekanntermafsen
zeigen Regelsysteme im Falle einer unerwarteten Storung eine voriiber-
gehende Regelabweichung, die a priori kompensiert werden kénnte, wenn
man in der Lage wire, bereits vor dem Einwirken der Storung die Stell-
glieder geeignet anzusteuern. Ist die Herkunft der Stérung jedoch nicht
frith genug abzusehen, gibt es aus Griinden der Kausalititsbedingung zwar
theoretische aber keine praktischen Regelsysteme, die in der Lage wéren,
eine Regelabweichung zu vermeiden.

o Periodizitéit:
Eine Folge x[n], fiir die gilt

z[n] =xzn+ Nkl k=0,1,2,... (1.47)

heifit ,,periodisch® mit der Periodenlinge N.

Durch Periodizitét vereinfachen sich sowohl die Beschreibung eines Signals
als auch arithmetische Operationen mit ihm. Zumindest bleibt der theo-
retische Informationsgehalt im Gegensatz zu zeitlich nicht begrenzten und
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nicht periodischen Signalen beschrinkt, wodurch es iiberhaupt erst mog-
lich wird, endliche Algorithmen fiir bestimmte Problemstellungen zu fin-
den. Es werden Algorithmen vorgestellt, die explizit fiir periodische Signale
verwendbar sind oder aber zu periodischen Signalen fiihren. Die weit ver-
breitete Fouriertransformation beispielsweise bildet jedes Zeitsignal in eine
Summe (bzw. ein Integral) aus (periodischen) harmonischen Signalen ab.
Ein Algorithmus, der die Fouriertransformation bzw. ihr zeitdiskretes Pen-
dant - die DFT - numerisch ausfiihren soll, terminiert somit nur fiir ein
periodisches Signal.

Ubungen

Ubung 1.1 — Unendliche Summe.

Diskutieren Sie folgenden Spezialfall einer unendlichen Summe der zwei-
seitigen Exponentialfolge:

N
S = lim o™ {la]=1und a # 1}
N —oo Myt
In Prézisierung von Gl. (1.33) wird hier genau angegeben, dass der obere
und untere Grenzwert gemeinsam zu bilden sind.
Nach Gl. (1.37) lautet das Ergebnis

1— —N
S=1+2 lim (7(1)
N—oo a—l

Da a # 1, existiert der Grenzwert. Da |a| = 1, ist er aber nicht eindeutig, denn
a~ N konvergiert nicht und wird mit steigendem N viele verschiedene Wer-
te annehmen. Untersuchen Sie a=V. Sind die Werte von ¢~ immer andere,
oder unterliegen sie einer bestimmten Gesetzmaissigkeit oder Regelmassigkeit?
Wenn ja, gibt es einen mittleren Grenzwert S? Welchen Wert hat er?

Einige Losungshinweise (aber versuchen Sie es erst einmal ohne diese!):

Mit j = ++/—1 schreiben wir: a = exp(j ¢ 27). Damit ist die Bedingung
la| = 1 sichergestellt. Ferner sei ¢ # k, k € Z, womit die Bedingung a # 1
sichergestellt ist.

Nun benétigen wir folgende Fallunterscheidung:

Fall 1: g ist rational. Dann lisst sich q als Quotient ¢ = U/V schreiben,
mit ganzen, teilerfremden Zahlen U, V und U # k V. Dann ist

a N =exp(—j 2r NU/V) =exp(—j 2 (N+V)U/V) =a~N+V)
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Argumentieren Sie, dass sich dadurch fiir ¢~V mit steigendem N nur V mégli-
che Werte ergeben und dass a "V diese Werte zyklisch durchléuft. Ein mittlerer
Grenzwert kann also durch Mittelung {iber beliebige V' aufeinanderfolgende
Werte von o~V ermittelt werden. Mge diese Folge mit n* beginnen, so ergibt
diese Mittelung:

1 n*+v-—-1
v Z exp(—j 2r nU/V)

Begriinden Sie, warum diese Summe (fiir beliebiges n*) Null ergibt. Insgesamt
lautet das Ergebnis fiir den mittleren Wert S also
- 1 a+1

S=142— =
+ a—1 a—1

Als Beispiel betrachten wir den einfachen Fall a = —1. Man erhélt S = 0.
Verifizieren Sie dieses Ergebnis durch direktes Bestimmen von

N
S(N) = Z a”"l fiira = —1
n=—N

fir wachsende N. Die Werte, die Sie auf diese Weise erhalten, sollten um

S = 0 als mittleren Wert schwanken.
Fiihren Sie eine dquivalente Verifikation durch fiir a = j.

Fall 2: ¢ ist nicht rational. Dann ist obiges Argument nicht mdéglich. Reicht
es aus, die irrationale Zahl ¢ beliebig genau durch einen rationalen Quotien-
ten U/V mit (ggf. grossen) Zahlen U, V anzundhern? Gibt es einen mittleren
Grenzwert? Kann man dann argumentieren, dass ebenfalls § = 2t1 das Er-
gebnis ist? Ist das Ergebnis fiir S(N) zyklisch?

Konnen Sie Thr Resultat anders als iiber die approximative Rationalitéts-
eigenschaft von ¢ begriinden? Wie lisst sich der Mittelwert von =" iiber ein
beliebiges (grosses) Intervall V fiir allgemeine ¢ ndherungsweise berechnen?

Ubung 1.2 — Energie und Leistung.
Berechnen Sie die mittlere Energie und die mittlere Leistung der zweisei-
tigen Exponentialfolge fiir den Fall
{la| =1 und a # 1}
Beachten Sie dazu, wenn nétig, die Losungshinweise aus Ubung 1.1.

Ubung 1.3 — Zusammensetzen von Signalen.

a) Wie lautet die Funktionsvorschrift einer Rampen-Folge?
b) Stellen Sie die Sprungfolge durch eine Rampenfolge dar.
c¢) Notieren Sie folgende Funktion als gewichtete Summe von Rampen-Folgen:
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2(n) = n—1 fir0<n<4
10 sonst

d) Leiten Sie die resultierende Funktion ab und skizieren Sie das Ergebnis.
e) Stellen Sie die Sprungfolge durch eine Impulsfolge dar, und die Rampenfolge
durch eine Sprungfolge.

Ubung 1.4 - Signalmafe.
Gegeben sei die Funktion

(n) = 0 firn <0
T 1(=0.5)"  sonst ’

Berechnen Sie

a) die absolute Summe Sy = Z ||
b) die diskrete Summe Sp = Z Tn

¢) und die Signalenergie £ = Z |2, ]

n=—oo
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Analoge zeitkontinuierliche Systeme

Ein System ist eine Menge von meist vielen Elementen, die in irgendeiner
Form zusammenarbeiten um ein ganz bestimmtes Verhalten aufrechtzuerhal-
ten. Eine Definition des Begriffs System im Sinne der Systemtheorie (Fliege,
1991) ist ,ein abgegrenzter Teil eines groferen Ganzen® .

Aus diesen beiden Definitionen konnen wir ein System als Teil eines Wir-
kungsgefiiges, wie in Abb. 2.1 gezeigt, auffassen, in dem verschiedene Teilsys-
teme in Wechselwirkung miteinander stehen. Die Wechselwirkung zweier Teil-
systeme ist durch eine Verbindung dargestellt. Andert sich z.B. der Zustand
des Teilsystems C in Abb. 2.1 so wird dies den Zustand der Teilsysteme B,D,E
und F beeinflussen. Andert sich der Zustand von System B, so beeinflusst dies
wieder den Zustand der Teilsysteme AF und C. Weiterhin ist anzumerken,
dass sich jedes System wiederum in kleinere Teilsysteme aufteilen ldsst oder
mehrere Teilsysteme zu einem gréfieren Teilsystem zusammengefasst werden
kénnen. Daher ist die Definition eines Systems in jedem Fall willkiirlich.

Abbildung 2.1. Ein System als Wirkungsgefiige von Teilsystemen
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Aus den obigen Anmerkungen kommen wir zum Schluss, dass die FEin-
gangsgriffen und Ausgangsgrifen eines Teilsystems davon abhingen, wo wir
in ein Wirkungsgefiige eingreifen. Beobachten wir nun den Verlauf einer phy-
sikalischen Grdfse in einem System so kdnnen wir diesen als Signal auffassen.
Wir sprechen von einem Eingangssignal eines Systems wenn der Zustand des
Systems von diesem Signal abhidngt. Um festzustellen in welchem Zustand
sich ein System befindet miissen wir bestimmte Zustandsgréfien im System
beobachten bzw. messen. Diese werden auch willkiirlich von uns festgelegt.
Bei realen Systemen wihlt man moglichst solche Zustandsgrofen, die leicht
zu beobachten und aussagekriftig sind.

Jedes physikalische System, das in beliebiger Form Signale verdndert, ver-
arbeitet oder weiterleitet, bezeichnen wir als ,System® oder ,, Filter* im Sinne
der Signalverarbeitung. Gegenstand der Betrachtungen ist erstens, in welcher
Weise der Zustand eines Systems von verschiedenen Eingangssignalen (ggf.
inklusive Storgrofen) abhangt und zweitens, wie sich diese Zustandsénderung
auf die beobachteten Ausgangsgrofien auswirkt.

In diesem Kapitel soll zunéchst (im Sinne einer Wiederholung) auf zeitkon-
tinuierliche Systeme eingegangen werden, da fiir diese Klasse von Systemen
die wichtigen Begriffe ,Jmpulsantwort“ , ,Faltung* und ,Ubertragungsfunkti-
on“ grofitenteils schon bekannt sein sollten.

2.1 Systembeschreibung

Das Verhalten eines Systems lasst sich auf verschiedene Arten beschreiben. Ei-
ne Form ist die Zustandsbeschreibung. Besonders bei physikalischen Systemen
konnen die Wechselwirkungen innerhalb eines Systems oder das Verhalten des
Systems sehr genau durch die entsprechenden physikalischen Gesetze vorher-
gesagt werden. Fiir eine Vorhersage ist jedoch meistens der aktuellen Zustand
des Systems nétig, der gemessen werden muss.

Beispiel 2.1 — System fliegende Metallkugel.

Ist das Gewicht einer fliegenden Metallkugel und deren Geschwindig-
keit in Richtung und Betrag bekannt und wissen wir, wie die Schwer-
kraft auf diese Kugel einwirkt, so wird das Verhalten dieser Kugel sehr
gut durch die Newtonsche Mechanik beschrieben. Uber die Gleichung
F = p, die den Zusammenhang zwischen der zeitlichen Anderung des
Impulses der Kugel p und der Summe der an der Kugel angreifenden
Krifte F beschreibt, ist das System ,Fliegende Kugel“ ausreichend
gut beschrieben. Die Kugel befindet sich in jedem Zeitpunkt in einem
bestimmten Zustand, ihre Zustandsgrofien sind z.B. ihre Geschwin-
digkeit v und ihre Masse m.

Es soll nochmal betont sein, dass die Eingangs- und AusgangsgréfSen
des Systems vollig willkiirlich gew#hlt werden kénnen. Man konnte die
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Geschwindigkeit der Kugel beeinflussen (Eingangsgrofie) und als Aus-
gangsgrofe an der auf die Kugel wirkende Kraft interessiert sein. Man
konnte jedoch auch die auf die Kugel wirkenden Krifte beeinflussen
(z.B. Magnetfeld) und als Ausgangsgrofe an der Flugbahn der Kugel
interessiert sein. In beiden Féllen beschreibt die obige Gleichung das
System korrekt. Man wéahlt nur andere Zustandsgrofen, andere Ein-
gangsgrofen und verschiedene Ausgangsgrofien. O

Ein System wird in einer Zustandsbeschreibung daher allgemein beschrie-
ben durch eine Systemgleichung

S{x,e} =0 (2.1)

mit den Zustandsgrofen x und den Eingangsgrofen e und durch eine Be-
schreibung der interessierenden Ausgangsgrofsen y

fAy.x, e} =0. (2.2)

Die weniger allgemeine Form der Zustandsbeschreibung ist die explizite Form,
in der die Systemgleichungen durch Differentialgleichungen beschrieben wer-
den konnen, (hier sei die unabhiingige Variable die Zeit t) die dann in die
Form

x(t) = S{x(t),e(t)} (2.3)
y(t) = f(x(t),e(t)) (2.4)

gebracht werden kénnen. Die Gl. (2.3) beschreibt hierbei den Zusammenhang
zwischen der Anderung der Zustandsgréfen und dem aktuellen Zustand des
Systems und den Eingangsgrofien.

Durch Elimination der Zustandsgrofien x aus dem Gleichungssystem er-
hélt man den Zusammenhang zwischen Eingangsgrofien und Ausgangsgrofsen,
vorrausgesetzt man kennt den Anfangszustand des Systems. Geht man davon
aus, dass der Anfangszustand des Systems = 0 ist, kann nun die Ubertra-
gungsfunktion des Systems definiert werden.

2.2 Arten von Systemen

Wie bei den Signalen in Kap. 1 Abschn. 1.1 kann man auch Systeme nach
ihren Eigenschaften verschieden klassifizieren. Mdogliche Unterscheidungskri-
terien kénnen hier sein:

offenes System «— (ab)geschlossenes oder isoliertes System
dynamisches System « statisches System

kontinuierliches System « diskretes System
determiniertes System <« stochastisches System

stabiles System < instabiles System
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lineares System <« nichtlineares System

kausales System < akausales System

System mit Gedéchtnis «» System ohne Gedéchtnis
zeitvariantes System « zeitinvariantes System

Die fiir dieses Kapitel relevanten Eigenschaften von Systemen werden im fol-
genden ndher erldutert.

2.3 Linearitit

Fiir jedes lineare System gilt die Superpositionseigenschaft: Wird an ein li-
neares System S eine Linearkombination beliebiger Einzelsignale x; angelegt,
so ergibt sich das Ausgangssignal y aus derselben Linearkombination der Sys-
temantworten y; auf die Einzelsignale:
S(axy + Px2) i aS(z1) + BS(z2). (2.5)

Wir wollen nun einige Beispiele fiir elektronische Schaltungen auf Linearitit
untersuchen. Dies soll helfen, zunéchst an einfachen, bekannten (analogen)
Schaltungen zu sehen, wie diese auch im Systembegriff untersucht werden
konnen. Vor allem koénnen wir die hier eingefiihrten Begriffe und Konzepte
immer wieder an uns bekannten Resultaten aus der Elektronik iiberpriifen
und uns damit Schaltungstechnisch veranschaulichen.

Wir betrachten zunéchst 2 elektronische Beispiele, um Kenntnisse aus der
Elektronik direkt in ,Sytemschreibweise”“ angeben zu kénnen.

Beispiel 2.2 — Linearitit einer Diode.

y(t)
@_ Untersuchen Sie die Linearitit der abgebil-
deten Diodenschaltung mit:
e(y itt) i(t) = S{e(t)}
o—
Lésung:

Um die Linearitat dieses Systems zu iiberpriifen, stellen wir zunéchst
die Systemgleichung auf. Sie lautet

it) = Is (e$ - 1) (2.6)

In dieser Gleichung ist ,k “ eine temperaturabhingige Konstante.
Sei e1(t) = E eine Gleichspannung, so gilt

E

i = Ig(e® —1). (2.7)
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Fiir eine sinusférmige Wechselspannung es(t) = U sin(wt) ergibt sich

) U sin(wt)

io=1Ig(e *  —1). (2.8)
Wiéhlen wir nun die Summe der beiden Spannungen e;(t) + ex(t) als
Eingangssignal, so erhélt man

E+4U sin(wt)

i=Ig(e ®  —1) iy +is (2.9)

oder in Systemschreibweise unter Verwendung von (2.5)

S{ei(t) +e2(t)} #S{ei(t)} + S {e2(t)} (2.10)

Die Diode ist also kein lineares System. Selbstverstandlich ist ein Ge-
genbeispiel hinreichend um die Nichtlinearitit einer Diode zu zeigen.
Um die Linearitit eines Systems jedoch allgemein zu beweisen, muss
man mit beliebigen Eingangssignalen arbeiten, wie im néchsten Bei-
spiel gezeigt. O

Beispiel 2.3 — Linearitét eines LR-Gliedes.
i)
Untersuchen Sie die Linearitat des ab-

L . . .
gebildeten LR-Glieds mit:
° RO i = stewy

Losung:

Wir wihlen als Zustandsgréfie den Strom i. Die Differentialgleichung
(DGL) fiir diese Schaltung lautet:

Ld;f) + Ri(t) = e(t) (2.11)
mit
y(t) = Ri(t). (2.12)

Da es sich hierbei um eine lineare Differentialgleichung handelt konnte
man ja bereits vermuten, dass sie auch ein lineares System beschreibt!
Eine kurze Rechnung kann dies {iberpriifen: Gegeben seien 2 Eingangs-
signale e (t) und ez (t) mit den dazugehorigen Ausgangssignalen i (t)
und i (t). Dann gilt fiir jedes dieser Signale:

Ldicllit) + Riy(t) = e (t) (2.13)
Ldl2—(t) + Rig(t) = eg(t) (2.14)

dt

23
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Eine Addition fiihrt auf
diy (¢ dia(t
LZ;—E) + Riy(t) + LZ;—IE) + Ris(t) = e1(t) + ea(t). (2.15)
Daraus folgt dann:
di*(t
L Zdi ) 4 Ri*() = e*(t) (2.16)
mit
i*(t) =i1(t) +i2(t) und e*(t) = ei(t) + ea(t) (2.17)

Wir haben damit gezeigt: S{el + 2} = S{el} + S{e2}

Das System ist linear. Wir kénnen das an Beispielen mit der Lésung
der DGL {iiberpriifen.

Als homogene Losung dieser DGL erhélt man:

e

in(t) = ce (2.18)
mit einer noch unbestimmten Konstanten ¢ und der Zeitkonstante
7 = L/R. Die Gesamtlosung der DGL ergibt sich als Summe der ho-
mogenen und der partikuldren Losung, wobei die letztere sowie die
Konstante ¢ sich nur bei Kenntnis der Eingangsspannung angeben
lassen (Auch wenn die homogene Losung eigentlich nicht von e(t) ab-
héngt, so tun das in diesem Fall die Anfangsbedingungen, da wir hier
ein sprungfihiges System haben).

a. Wihlen wir als Eingangsspannung wieder wie bei der Diode eine
Gleichspannung der Gréfie F, die aber erst zum Zeitpunkt ¢ = 0
angelegt werden moge, so gilt mit der Sprungfunktion u(t)
e1(t) = Eu(t)

Die partikuldre Losung lautet damit fiir ¢ < 0:

i1p(t) =0 (2.19)
und fiir ¢ > 0:

. E

i1,p(t) = = (2.20)

Der Strom an der Spule kann nicht springen, denn er ist propor-
tional zum Integral iiber die Spannung an der Spule. Daher ist die
homogene Lésung fiir ¢t < 0:

in(t) =0 (2.21)

Wir haben die homgene und partikuldre Losung for ¢ < 0 und
fiir t > 0 bestimmt. Nach Zusammenfassen unter Verwendung der
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Sprungfunktion u(t) erhalten wir nach Bestimmung der Konstan-
ten c:

in(t) = e Tult) (2.22)
. E
i1p(t) = Zul(t). (2.23)

Damit erhilt man folgende Ausgangsspannung

yi(t) = Riy(t) = E(1 — e~ 7 u(t). (2.24)

. Wahlen wir eine sinusférmige Wechselspannung in komplexer Dar-
stellung

ea(t) = Uel®t, (2.25)
so gilt mit dem Ansatz

inp(t) = Ae?¥t (2.26)
nach Einsetzen in die DGL:

ALjw+AR=U (2.27)

Damit ergeben sich fiir den Maschenstrom und die Ausgangsspan-
nung die folgenden Formeln:

U .

PR — L 2.28

ZQ,p R(l—’-]w’r)e ( )
U A

= Jwt, 2.29

vaP 1 +]w7—e ( )

Da in diesem Fall die Eingangsspannung seit unendlich langer Zeit
anliegt, ist der Wert der Konstante ¢ = 0.

. Wir iiberzeugen uns nun, dass bei der Anregung mit der Summe
der eben betrachteten Einzelsignale

es(t) = ey (t) + ea(t) = Eu(t) + Uel*? (2.30)

am Ausgang die Spannung

ys(t) = B(L— e 5)ult) + —o—et | ig() = 220

2.31
14 jwr ( )

anliegt, dies kdnnen wir durch einfaches Einsetzen von i3 und e3 in
die DGL iiberpriifen. Da wir ja aber wissen, dass es jeweils fiir die

25
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einzelnen Summanden von ys3 gilt, brauchen wir diese Rechnung
nun nicht noch einmal langlich ausfiihren!
Bemerkung: Da eine Zeitverschiebung des Eingangssignals eben-
falls eine Zeitverschiebung des Ausgangssignals ergibt ist ein LR~
Glied auch zeitinvariant und damit ein linear time-invariant (LTI)
System!

O

2.4 Die Impulsfunktion (Delta-Funktion) als Distribution

Bekanntermafien bildet die Spannung an einer Induktivitit die zeitliche Ab-
leitung des durch sie flieffenden Stromes. Eine Unstetigkeit des Stromes, die
beispielsweise durch einen Einschaltvorgang ausgelost werden kann, fiihrt zu
der Problematik, dass eine Differentation im mathematischen Sinne zu nicht
endlichen Werten fiihrt. Aus diesem Grunde soll eine verallgemeinerte Grofe
eingefilhrt werden, die nur im Distributionensinn existiert - die oftmals auch
als ,, Dirac-Impuls” oder ,Impulsfunktion“ bezeichnete Delta-Funktion.

Wir definieren die Delta-Funktion 6(¢) (vgl. Kap. 1: zeitdiskrete Delta-
Folge) im Distributionensinne als eine Funktion, die folgenden Eigenschaften
gentiigt:

1.
5(t) = {O t#0 (2.32)

oo t=0

/bé(t)dt =1 mit 0 € [a, b] (2.33)

Man konnte also auch sagen, die Delta—Funktion ist eine Funktion mit der
Flache 1, welche bei z = 0 konzentriert ist. Aus diesen beiden Eigenschaf-
ten folgt sofort eine dritte, die als Ausblend- oder Abtasteigenschaft
bezeichnet wird:

/wﬂwu—mﬁzléﬂM%—ﬂﬁ

— 00

= [ e wso
i

= lin% fE+to)d(t)dt = f(to) (2.34)

Um die Ausblendeigenschaft einzusehen, kann man sich vorstellen, dass
das Produkt der beiden Funktionen f(t + ¢)d(t) {iberall ausser an der Stelle
0 verschwindet und der Funktionswert von f(0 + to) wie eine Konstante vor
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das Integral gezogen werden (auch wenn das streng mathematisch natiirlich
nicht ganz korrekt ist).

Die Impulsfunktion kann durch Folgen angendhert werden (sog. Funda-
mentalfolgen). Z.B. kann die Impulsfunktion als Grenzwert (fiir n — o0)
einer Folge von Rechtecken mit der Fliche 1 dargestellt werden, deren Breite
1/n und Hohe n ist. Fiir wachsende n konvergiert diese Funktion gegen die
Impulsfunktion. Wir werden dies im folgenden noch benutzen.

Diese Delta-Funktion stellt die Idealisierung eines praktisch nicht realisier-
baren Impulses unbegrenzter Hohe, unendlich kurzer Dauer und begrenzter
Energie dar. Auch wenn somit fiir eine praktische Untersuchung realer Syste-
me Delta-Funktionen nicht verwendbar sind, ist eine derartige Distribution fiir
theoretische Uberlegungen niitzlich, wie in folgendem Beispiel gezeigt werden
soll.

Beispiel 2.4 — Beschreibung der Leistung eines LR-Glieds
mittels Delta-Funktion.

Wir betrachten die Leistung und die Energie des homogenen Stroms
durch den Widerstand R eines LR-Gliedes. Wir werden sehen, dass
die Leistung sich bei entsprechender Konfiguration von L und R einer
Delta-Funktion anndhert und dass die Energie dabei konstant bleibt,
wie dies auch bei der Delta-Funktion der Fall ist. Die Leistung ist da-
mit eine physikalische Grofe, die sich wie die Delta-Funktion verhalt!
Dies gilt streng natiirlich nur solange, wie die hier angenommenen
Gleichungen der Bauelemente Giiltigkeit haben.

Die homogene Losung i1 5 (t) war fiir einen Einschaltvorgang an einem
LR-Glied im Beispiel 2.3 berechnet worden:

i1n(t) = %e_éu(t) ;. 7=L/R. (2.35)

Die Leistung P am Widerstand ist dann

2
2t

}’:}%iMQ::%%e_7u@) (2.36)

und die Energie am Widerstand berechnet sich zu

o0 E2 o0 ot T
H= Pdt = — —dt = E>— 2.37
/m R /o ‘ 2R (2:37)

Nun soll die Leistung als eine Delta-Distribution aufgefasst werden.
Dazu halten wir die Energie H und den Zeitfaktor 7 konstant fest,
und wéhlen L und R als Funktionen von H und 7:

R(H,7)=E*-_

S (2.38)

sowie
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2

L(H,7)=7R = EQ;—H (2.39)
Dann ist
2-H
P= e T (2.40)
T
mit
H = const. (2.41)

Das heifst, wir kdnnen uns bei konstanter Energie H einen Zeitfaktor
7 vorgeben, und mit der angegeben Wahl von R und L resultiert
daraus das berechnete Zeitverhalten der Leistung. In Abb. 2.2(a) ist
der Verlauf der Leistung fiir drei verschiedene Werte von 7 gezeigt.

(a) (b)
R() tanh(nt)

t -2 -1 0 1 2t

Abbildung 2.2. Distributionen: (a) Approximation der Delta-Funktion gemaf Bei-
spiel 2.4, (b) Approximation der Signumfunktion durch tanh(nt)

Betrachten wir den relativen Anteil an der Gesamtenergie iiber dem
Widerstand R im Zeitintervall [0, n 7] so erhalten wir:

Jo " Pdt
H

Fiir n = 3 bedeutet dies, dass sich 98% der Energie des Ausgangssi-
gnals im Zeitintervall [0, 37] konzentriert. Machen wir 7 immer kleiner,
so nihert sich die Leistung am Widerstand immer weiter der Delta-
Funktion, wie sie oben definiert wurde, an. Wir haben uns also iiber-
zeugt, dass es physikalische Grofen gibt, die gegen das Verhalten von
Delta-Funktionen konvergieren.

Dieses Verhalten hat seine physikalische Grenze, wenn die Lineari-
téatseigenschaften der Bauelemente nicht mehr gewahrleistet sind. Da
nach Gl (2.38) R « 7 und nach Gl (2.39) L « 72 sind, tritt dieses
Problem in der Tat fiir kleine 7 auf: die Einschaltstrome durch die

=1l—en (2.42)
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Bauelemente werden dann so gross, dass ihre Linearitétseigenschaften
verletzt werden bzw. die Bauelemente zerstort werden. O

2.5 Die Impulsfunktion (Delta-Funktion) als Ableitung
der Sprungfunktion

Die Sprungfunktion (¢) kann mit Hilfe der Vorzeichenfunktion sgn(t) folgen-
dermafien dargestellt werden:

u(t) = (1 +san(t)) (2.43)

mit y
sgn(t) = I (fiir t # 0) und sgn(0) = 0. (2.44)

Die Vorzeichenfunktion sgn(¢) wiederum kann man als Grenzwert einer Folge
von tanh(nt)-Funktion fiir n — oo darstellen:

sgn(t) = lim tanh(n - ¢), (2.45)

s. Abb. 2.2(b) zur Verdeutlichung. Da diese Folge gleichmafig gegen sgn(t)
konvergiert, kénnen wir nun schreiben

du(t) d

1 1d 1 d
=2 |31 )| =5 | 1 h -~ lim —
¢ dt {2( gl ))} 2 dt LL“%C tanh(nt)| = 5 lim - [tanh(nt)]

n

1

2 n—oo cosh? (nt)
= 4(t)

Das bedeutet, dass wir im Sinne der Distributionstheorie als Ableitung der

Sprungfunktion die Delta-Funktion annehmen kdnnen (obwohl die Sprung-
funktion an sich an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist!)

lim

(2.46)

2.6 Die Impulsantwort

Die Impulsantwort eines Systems ist die Antwort dieses Systems auf eine An-
regung mit der Impulsfunktion:

h(t) = S{5(t)}. (2.47)

Hier ist zu beachten, dass die o.a. Darstellung der Impulsfunktion als Funk-
tionenfolge bei Systemen mit unbeschrénkt wachsendem Ausgang nicht ver-
wendet werden kann. Wir betrachten nidmlich formal
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h(t) = S{5(t)} = s{ lim fn(t)} = lim S{fu(t)}. (2.48)

Die Vertauschung des Grenzwertes mit der Systemfunktion ist nur fiir be-
schrinktes S erlaubt (notwendige Bedingung). Es gibt noch weitere, hinrei-
chende Bedingungen fiir diese Vertauschung. Bei beschrinkten LTI-Systemen
ist die Vertauschung erlaubt.

Beispiel 2.5 — Impulsantwort eines LR-Gliedes.

Berechnen Sie die Impulsantwort eines LR-Gliedes erster Ordnung]!
Lésung:

Da das direkte Bestimmen der Impulsantwort schwierig ist, bestim-
men wir sie {iber eine Funktionenfolge (Fundamentalfolge im Sinne

der Funktionentheorie). Dazu setzen wir mit der Sprungfunktion w(¢)
eine Folge (in n) von Rechteckfunktionen mit Fliche 1 an:

N
’ i o(t) = lim %{u(t—i—;) —u(t—%n)]
T T
2n 2n

(2.49)
Wir betrachten die Sprungantwort y eines LR-Systems erster Ord-
nung. Das System ist beschrieben durch

»
Ld—; + Ri = u(t). (2.50)

Es gilt .
y=(1-—e"7)u(t). (2.51)

Mit 7 = L/R gilt fiir den Systemausgang

ho () = % [1 - 67%} ult) — % [1 — e*%} ult)
= %u(t)e_t {eT/% - e_T/Q"} . (2.52)

(e — e~ ") und Erweitern mit 7:

und mit sinh(z) = £
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(1) = %6_%u(t)2nTT sinh (%) (2.53)
Wegen sinh(z) =7, (”2”2;_:), o z gilt
2% sinh (%) 1 (2.54)
und folglich lautet die Impulsantwort
h(t) = %e*%u(t). (2.55)

2.7 Impulsantwort als Ableitung der Sprungantwort bei
linearen Systemen

Wir haben bereits festgestellt, dass die Impulsfunktion (Delta-Funktion) als
Ableitung der Sprungfunktion interpretiert werden kann. Die Systemantwort
eines linearen Systems auf die Impulsfunktion ist identisch mit der zeitlichen
Ableitung der Systemantwort auf einen Einheitssprung. Im folgenden zeigen
wir diesen Sachverhalt allgemein.

Die Sprungfunktion sei u(t), die Systemantwort darauf werde als Sprung-
antwort a(t) bezeichnet:

a(t) = S {u(t)} (2.56)

Da wir lineare Systeme betrachten, und da die Differentiation linear ist,
gilt:

dc;(tt) _ds {dqi(t)} 5 {dz_it) } — S{5(0)} = h(t) (2.57)

Diese Beziehung ist niitzlich, da sich die Sprungantwort in analogen Sys-
temen sehr viel einfacher bestimmen lasst als die Impulsantwort, denn wie
bereits erwdhnt wurde, ist die Delta-Funktion technisch nur als N&dherung
realisierbar.

Beispiel 2.6 — Impulsantwort fiir ein LR-Glied durch Ablei-
ten der Sprungantwort.

Berechnen Sie die Impulsantwort eines LR-Gliedes erster Ordnung!
Leiten Sie dazu die Sprungantwort dieses Systems ab!

Losung:
Wir betrachten (wie im vorigen Beispiel) wiederum die DGL des LR-
Gliedes erster Ordnung bei Anregung mit der Sprungfunktion:
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L% + Ri = u(t). (2.58)

Diesmal wihlen wir nicht den Ubergang mit einer Funktionenfolge,
sondern erhalten direkt mit 7 = L/R fiir ¢ > 0 fiir die Sprungantwort

a(t) = (1 — e_%) u(t). (2.59)

Daraus erhalten wir unter Mifachtung, daf a(t) bei ¢ = 0 nicht diffe-
renzierbar ist fiir die Impulsantwort

h(t) = % _ %e_%u(t) o) (1-et)
—_— ——

undefiniert fiir t = 0

e ru(t).  (2.60)

N

Die komplizierte Herleitung iiber eine Funktionenfolge haben wir also
durch eine einfache Ableitung der leicht zu bestimmenden Sprungant-
wort ersetzen konnen. a(0) miisste exakterweise dabei jedoch separat
bestimmt werden, es ergébe sich jedoch a(0) = 0. O

2.8 Analoge Faltung

Wir haben die Antworten eines Systems fiir verschiedene Anregungen be-
stimmt. Es stellt sich die Frage, ob fiir jede neue Anregung auch eine neue
Systemantwort durch Aufstellen und Losen der Differentialgleichungen (parti-
kuldre Losung) berechnet werden muss, um die Antwort des Systems zu finden.
Die Antwort auf diese Frage lautet ,nein“. Es ist ausreichend, die Impuls- oder
die Sprungantwort des Systems zu kennen.

Theorem 2.1 (Analoger Faltungssatz).
Die Antwort eines LTI-Systems auf jede Anregung x(t) ergibt sich als Fal-
tung mit der Impulsantwort h(t):

o0

S{a(t)} = z(t) * h(t) = / 2(T)h(t — T)dT (2.61)

— 00

Wir leiten diesen Zusammenhang jetzt her. Es ist h(t) = S {0(¢)} und wegen
der Zeitinvarianz des Systems auch, fiir festes 7"

h(t —T) = S{5(t—T)}. (2.62)

Sei nun z(T) der (zundchst feste) Wert einer anregenden Funktion zum Zeit-
punkt 7. Dann gilt wegen der Linearitit des Systems [Multiplikation mit
einem konstanten Faktor x(7')]:

2(T)h(t — T) = S {x(T)3(t — T)} . (2.63)
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Da auch die Integration eine lineare Operation ist, gilt ferner

/ H(T)h(t — TYIT = § {/ #(T)5(t - T)dT} L 26
Das Integral auf der rechten Seite ist nach (2.34) gleich z(t), so dass wir
schliefilich schreiben kdnnen:

/ 2(T)h(t — T)dT = S {x(t)}. (2.65)
Dieses Integral wird als Faltungsintegral bezeichnet. Damit ist Theorem 2.1
bewiesen. O

Es ist manchmal hilfreich, T durch (¢ — T') zu substituieren. Das Ergebnis
lautet: -
/ (t = TYA(T)AT = S {a(t)}. (2.66)
Man sagt fiir Gln. (2.65) und (2.66): ,,z(t) wird mit h(¢) gefaltet. Die Faltung
ist ebenfalls eine lineare Operation. Die Faltung ist wegen o.a. Substitution
kommutativ, es gilt also:

S{a(t)} = h(t) * 2(t) = z(t) * h(t). (2.67)

Bisher haben wir noch nicht die Kausalitit des Systems betrachtet. Fiir
kausale Systeme konnen nur solche Werte des Eingangssignals den Ausgang
beeinflussen, die bis zum Zeitpunkt ¢ auf den Systemeingang gelangen. Es gilt
also

h(t)=0 Vt<O (2.68)
und damit fiir die beiden Darstellungen der Faltung:
t
/ #(T)h(t = T)dT = S {z(t)}, (2.69)
/ (¢ = T)A(T)AT = S {x(¢)} . (2.70)
0

Beispiel 2.7 — Berechnung der Impulsantwort fiir ein LR-
Glied mittels Faltung.

Berechnen Sie die Impulsantwort eines LR-Gliedes erster Ordnung!
Verwenden Sie dazu die Faltung.

Losung:

In Beispiel 2.5 hatten wir als Antwort des LR-Gliedes auf einen Span-
nungssprung z(t) = u(t) direkt hergeleitet (wir lassen in den folgenden
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Rechnungen das u(t) weg, da wir das LR Glied als ein kausales System
annehmen. Fiir ein kausales System ist die Sprungantwort fiir ¢ < 0
immer a(t < 0) = 0.

Die Sprungantwort des Systems schreiben wir daher als:

aty=1—e 7 (2.71)

Wir hatten gesehen, dass fiir ein lineares System die Stammfunktion
der Impulsantwort die Sprungantwort darstellt. Das gleiche Ergeb-
nis wird nun durch die Faltung des Einheitssprunges mit der Impuls-
antwort hergeleitet. Formal erhalten wir fiir die Sprunganregung eine
Ubereinstimmung von Faltungsintegral und Stammfunktion. (Das ist
im allgemeinen nicht dasselbe!) Hierbei wird der Unterschied zwischen
kausalen und akausalen Systemen betont.
Die Impulsantwort h(t) lautet nach Beispiel 2.6:
1 .

h(t)=—e"~ (2.72)
T
Beginnen wir fiir den Fall nichtkausaler Systeme. Wir benutzen das
Faltungsintegral, schliefien jedoch das u(t) aus der Impulsfunktion A(t)
aus. Wir erhalten

> 1
:/ u(t—T)=e 7dT
o T
_T
=—e 7|l — (2.73)

Bevor wir dieses Ergebnis kommentieren, leiten wir die Systemantwort
fiir kausale Systeme her. Jetzt benutzen wir die kausale Variante:

S {2(t)} = /0 " ot = TY(T)AT
- /oo u(t — T) e Fu(T)dr

— 0 T

= / ut — T)le*%dT
0 T

= Tlh=1-e" (2.74)

Wir miissen also exakt rechnen. Fiir kausale Systeme kénnen wir in
der Rechnung das u(t) weglassen, miissen uns jedoch bei der Faltung
daran erinnern, dass wir ein kausales System meinen. Fiir kausale
Systeme miissen wir Gl. (2.66) entsprechend anpassen, wenn wir das
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u(t) weglassen. Die falsche Losung ergibt sich in 2.73, weil wir auch
iiber die gesamte ,Vergangenheit® 7" = —o0..0 integrieren, wodurch
negative Zeiten in der negativen Exponentialfunktion beriicksichtigt
wurden. Diese bringen die Exponentialfunktion zur Divergenz. O

Beispiel 2.8 — Impulsantwort eines LR-Gliedes mit Exponen-
tialanregung.

Berechnen Sie die Systemantwort eines LR-Gliedes erster Ordnung!

Verwenden Sie dazu die Impulsantwort, die Faltung und eine Anre-
t

gung mit der Exponentialfunktion z(t) = e s u(¢).

Losung:

Die kausale Impulsantwort h(t) lautet nach Beispiel 2.6:

h(t) = Lot (2.75)

T

Im Falle eines kausalen Systems kann das Faltungsintegral entspre-
chend vereinfacht werden. Es gilt:

S {a(t)} = /0 ot — TYW(T)AT

o0 — 1
z/ e_TTu(t—T)—e_%dT
0 T

t
ot / CTl/9-1/7] g7
0

1 —t T(l/g—l/r)}
————¢€ 9 |e
(1/g—1/7) {

_ _T/gl_ : {e—t/r _ e—t/g] (2.76)

Fiir ¢ — oo geht das wieder iiber in die Sprungantwort a(t). Wir konn-
ten also ohne erneutes Untersuchen des Systems die Systemantwort
fiir eine neue Erregung berechnen. O

t

N A

0

35
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Ubungen

Ubung 2.1 — Systemreaktion aus Impulsantwort.

Sei h(t) = u(t)te™t die Impulsantwort eines Systems (u(t) ist die Sprungfunk-
tion). Berechen Sie

a) die Sprungantwort des Systems,
b) mit dem Faltungsintegral [°._ x(T)h(t—T)dT die Systemreaktion auf das

Eingangssignal
et t<0
=(t) = {e‘tt>0 '
Ubung 2.2 — Systemreaktion bei RC-Schaltung.
Die Impulsantwort einer RC-Schaltung ist (mit Sprungfunktion w(t))
1
h(t) = u(t) e/ HO.
(1) = ult) e

Berechnen Sie mit dem Faltungsintegral [*_ x(T)h(t — T')dT die Systemre-
aktion auf das Signal

t, mit a > 0.
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Zeitdiskrete LTI-Systeme

Es zeigt sich, dass es in den meisten technischen Belangen ausreicht, lineare
zeitinvariante Systeme (LTI-Systeme, linear time invariant) einzusetzen. Da-
bei spart man sich die komplexe Analytik nichtlinearer Systeme und kann
einen {iberschaubaren Satz an mathematischen Methoden der Signalverar-
beitung und der Regelungs- und Steuerungstechnik nutzen, der speziell fiir
LTI-Systeme entwickelt wurde. Aus diesem Grunde werden im Folgenden fast
ausschliefslich LTT-Systeme behandelt. An gegebener Stelle wird jedoch dar-
auf hingewiesen, was zu beachten ist, sollte ein System nicht linear oder nicht
zeitinvariant sein.

3.1 Mathematische Grundlagen zeitdiskreter Systeme

Die Beschreibung von zeitdiskreten Systemen erfordert einige Grundbegriffe
und mathematische Methoden, von denen die wichtigsten in diesem Unterka-
pitel zusammengefasst werden sollen.

3.1.1 Funktionenrdume und Normen

Die Signalverarbeitung ist an zwei Begriffe gebunden: erstens an die Signa-
le und zweitens die signalverarbeitenden Systeme. Eine abstrakte aber axio-
matisch aufgebaute mathematische Definition dieser beiden Begriffe konnte
folgendermafsen aussehen:

Ein Signal ist ein Vektor x, der einem linearen Vektorraum X entstammt:
x € X. Eine Signalklasse stelle einen verallgemeinerten Prototypen fiir sémtli-
che zunidchst nicht genauer spezifizierten Signale dar. In der umgekehrten Be-
ziehung ist ein Signal eine Instanz einer Signalklasse. Demzufolge entstammt
auch diese Signalklasse einem Vektorraum, der als Signalraum bezeichnet wer-
de.

Weiterhin werde eine Klasse von Abbildungen definiert: S : y < S(x)
Ein signalverarbeitendes System ist aus theoretischer Sicht vollstindig durch
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seine Abbildungseigenschaft charakterisiert: Es bildet eine Instanz x der Si-
gnalklasse (das Eingangssignal) auf eine Instanz y einer (eventuell anderen)
Signalklasse (némlich das Ausgangssignal) ab. Somit beschreibt diese Klasse
S vollstidndig die signalverarbeitenden Systeme.

Als Norm || e || auf einen Vektor wird eine Operation auf diesen Vektor
bezeichnet, die folgenden Axiomen geniigt:

e |x]| >0; ||x]| =0 nur dann, wenn z =0
e [x+yll < x| + [yl (Dreiecksungleichung)
o |lax|| = |af ||x|| (Linearitdt der Norm)

Wichtig im Bereich der Signalverarbeitung sind die L,-Normen. Sie sind fol-

gendermafien definiert:
) :
el = [ / |x<t>"dt] (3.1)

Einen Spezialfall der L,-Normen stellt die Euklidische Norm (Lo-Norm) dar:

falla =/ [ lato)l (52

Beispiel 3.1 — Funktionenrdume.

Ist die Funktion f(z) = % Element der folgenden Funktionenrdume?

a) L1(0,1)
/\f |dx—/ —dm—2 =2

:>T€L1(0 1)

1 2 = 1133_ Hl'l_OO
| 1r@Pas = [ Sar = ) =

= % ¢ Ly(0,1)

b) L2(07 1)

3.1.2 Diskrete Faltung

In dhnlicher Weise, wie im Kap. 2.8 auf Seite 32 die analoge Faltung erliutert
wurde, kann auch fiir zeitdiskrete Signale und Systeme eine Faltung definiert
werden. Auch an dieser Stelle soll diese Operation im Zeitbereich veranschau-
licht werden.
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Betrachtet man ein relaxiertes lineares zeitinvariantes System, so gilt auch
im zeitdiskreten Fall, dass die Antwort eines Systems auf einen skalierten
Einheitsimpuls 0[n] (aus Griinden der Linearitdt des Systems) die um den
gleichen Faktor skalierte Impulsantwort h[n] ist:

z[n] = zed[n] = y[n] = zoh[n] (3.3)

Fiir einen um k Zeitschritte verschobenen Einheitsimpuls gilt folglich aufgrund
der Zeitinvarianz

z[n] = x10[n — k] = y[n]=x1h[n — k] (3.4)
Jedes beliebige Eingangssignal 1dsst sich aus einer Summe von gewichteten

und zeitverschobenen Einheitsimpulsen zusammensetzen:

oo

zn] = Y axdln — k| (3.5)

k=—oc0

Mit Superposition folgt aus obigen Uberlegungen die Antwort des relaxierten
zeitdiskreten linearen Systems:

Theorem 3.1 (Diskreter Faltungssatz).
Die Antwort eines diskreten LTI-Systems auf jede Anregung x[n] ergibt
sich als Faltung mit der Impulsantwort h[n]:

ylnl = Y axhln— k] = z[n] « hin] (3.6)

k=—oc0

Diese Summe wird in Analogie zum Faltungsintegral (2.65) als ,,Faltungssum-
me* bezeichnet, die die diskreten Folgen z[n] und h[n] miteinander ,faltet“.
Auch fiir die diskrete Faltung gilt:

(az[n]) * h[n] = a(z[n] * h[n]) (3.8)
(z1[n] + z2[n]) * hn] = z1[n] * h[n] + x2[n] * h[n] (3.9
z[n] * §[n] = z[n] (3.10)

Beispiel 3.2 — Diskrete Faltung.

Ein System habe die Impulsantwort h[n] = {2, —1, 3}. Berechnen Sie
die Systemantwort auf das Signal z[n] = {1,3,2,1}.

Losung:

Die Systemantwort ergibt sich aus der diskreten Faltung von h[n] und
z[n]: y[n] = h[n] x 2[n]. Betrachtet man die Faltungssumme, so kénn-
te man die auszufilhrenden Rechenschritte beispielsweise in folgender
iibersichtlicher Form darstellen:
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hin] |z[n] 1 3 |2 |1
2 2 6 |4 2
-1 |+ -1 |3 -2 -1
3 |+ 3 9 |6 |3
0 2 5 4 |9 5 3 0

yln] =1{...,0,2,5,4,9,5,3,0,...} ad

3.1.3 Periodische Faltung

Eine Faltungssumme gemif (3.1) konvergiert im allgemeinen nicht fiir peri-
odische Signale. Man reduziert deswegen die Summengrenzen und definiert
bei Periodenlinge N eine periodische Faltung der beiden periodischen Signale
xp[n] und hy[n] als:

olin] = ] = A 3y Kbyl — K (3.11)
k=0

Die periodische Faltung ist kommutativ. Das Resultat y,[n] ist selbst auch
wieder periodisch mit N.

Zu den selben durchzufiihrenden Rechenschritten und zum selben Ergebnis
fithrt eine andere Notationsform der Faltung zweier periodischer Signale x,[n]
und hp[n]. Soll eine Faltung vorgenommen werden, kann dies auch eine formale
Vektormultiplikation mit einer sog. Zirkulantenmatrix vorgenommen werden.
Dazu wandelt man eines der beiden periodischen Signale (Periodenlinge N)
formal in einen Vektor um:

o
zpn) ={...,@0,21,...,TN_-1,Z0,X1,...} = X = (3.12)
IN-1

Das andere periodische Signal verwenden wir zur Bildung der Zirkulantenma-
trix:

ho hn-1 hy—2 -+
hi ho hny—1--- he

hp[n] - C = (3.13)

hn-1 hn—2 hy—3 -+ hg

Das Ergebnis der Faltung y = x,,[n]*h,[n] erhalten wir aus der Multiplikation
y=C-h (3.14)

und einer anschlieffenden Normierung mit V:
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Yo
1 1 _
LIRS R {...,%,...}’N1,...}:yp[n] (3.15)

N
YN-1

Beispiel 3.3 — Diskrete Faltung periodischer Signale mit der
Zirkulantenmatrix.

Falten Sie die beiden 3-periodischen Signale h[n] = {1,0,2} und
z[n] ={1,2,3}!

Losung:

1
zn]=4{...3,1,2,3,1,..} - x= |2

3
120
n—C=[012
201
120\ /1 5
y=|012] (2] =18
201/ \3 5

Wir normieren mit 3 und erhalten:

3.1.4 Z-Transformation

In vielen Fillen vereinfacht sich die Beschreibung und die Berechnung von
Signal- und Systemverhalten, wenn man eine geeignete Transformation in
den Frequenzbereich vornimmt. Beispielsweise wird die im vorigen Abschnitt
beschriebene Faltung im Frequenzbereich auf eine Multiplikation abgebildet.
Wiéhrend die Laplace- bzw. Fouriertransformation im Bereich der zeitkon-
tinuierlichen Signale und Systeme ein geeignete Abbildung darstellt, ist die
Z-Transformation das entsprechende Pendant fiir die Klasse der zeitdiskreten
Signale und Systeme.

Tatséchlich liefe sich auch die Fourier-Reihenentwicklung oder — sollte
diese nicht konvergent sein — die Laplace-Transformation fiir zeitdiskrete Si-
gnale verwenden. Es zeigt sich jedoch, dass dabei periodische Mehrdeutigkei-
ten auftreten, die im Umgang mit zeitdiskreten Signalen unpraktikabel sind.
Stattdessen verwendet man eine nichtlineare Transformation, die die s-Ebene
der Laplace-Transformation in die z-Ebene transformiert. Dadurch gelangt
die linke s-Halbebene in das Innere des Einheitskreises in der z-Ebene und
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die periodischen Mehrdeutigkeiten verschwinden, weil sie durch die nunmehr
kreisférmige Struktur mehrfach auf sich selbst abgebildet werden. Es gibe
mehrere Moglichkeiten, eine solche Transformation vorzunehmen, jedoch hat
sich die Z-Transformation durchgesetzt.

In den folgenden Abschnitten sollen die Grundlagen erldutert werden, die
notwendig sind, um ein zeitdiskretes Signal sowie die Ubertragungsfunktion ei-
nes Systems von der Zeitbereichs-Darstellung in eine Darstellung im z-Bereich
hin und wieder zuriick zu transformieren.

Ist z[n] ein zeitdiskretes Signal, so bezeichnet man mit

X(2) = Z Tpz " (3.16)

n=—oo

die Z-Transformierte von z[n] und mit

Xe(z) =) anz " (3.17)
n=0

die einseitig Z-Transformierte von z[n]. Die einseitige Z-Transformierte be-
riicksichtigt somit nur den kausalen Teil des Signals x[n]. Es werde vereinbart,
dass die Z-Transformierte eines Signals mit dem entsprechenden Grofibuch-
staben bezeichnet wird.

Das transformierte Signal verwendet anstelle der Zeit n eine andere Basis
im Signalraum - die Z-Transformierte ist keine Funktion mehr von n, sondern
nunmehr eine Funktion der komplexen Zahl z. Trotzdem handelt es sich noch
um das selbe Signal. Ein Signal in Zeitdarstellung und die entsprechende Z-
Transformierte lassen sich ohne Informationsverlust ein-eindeutig ineinander
umwandeln.

Die Z-Transformation ist unter anderem durch folgende Eigenschaften ge-
kennzeichnet:

Linearitét
Z {ax[n] + by[n]} = aX(z) + bY (2) (3.18)
Verschiebung ‘
Z{x[n—il} =2""X(2) (3.19)
Faltung
Z{zn] xy[n]} = X(2)Y () (3.20)
Modulation
Z{e"Tz[n]} = X(e "2) (3.21)

Besondere Beachtung verlangt die Konvergenz der Summe (3.16). Trans-
formiert man eine beliebige Folge z[n] in den z-Bereich, wird man feststel-
len, dass X (z) im allgemeinen Fall nur fiir bestimmte z konvergent ist. Fasst



3.1 Mathematische Grundlagen zeitdiskreter Systeme 43

man z als komplexe Zahl auf, kann der Konvergenzbereich (ROC - region
of convergence) anschaulich in einem zweidimensionalen Diagramm, der sog.
z-Ebene, dargestellt werden. Nur mit Angabe des Konvergenzbereiches ist die
Z-Transformation eindeutig, sieche Beispiel 3.5 auf der néichsten Seite. Welche
Bedeutung die Konvergenz bei der Verwendung der Z-Transformation fiir die
Digitale Signalverarbeitung hat, wird weiter unten erliutert.

Zur Frage der Konvergenz stellen wir zunichst fest, dass Geichung (3.16)
die Laurent-Reihe (Bronstein u. a., 1999) von F'(z) ist. Diese konvergiert, wenn
der regulére Teil Freg(2) und der Hauptteil Fhaupt(2) konvergieren.

Freg(z) = 3 f(~n)=" (3.22)
n=0
Fhaupt(z) = Z f(n)z_n (323)

Stellt man das Konvergenzgebiet der Laurent-Reihe in der z-Ebene dar, so
wird es durch maximal zwei Kreise mit den Radien rreg bzw. rhaypt um den Ur-
sprung der z-Ebene begrenzt; das Konvergenzgebiet liegt innerhalb des Kreises

mit dem Radius 1

hmn—>oo sup |f(_n)|1/n

(3.24)

Treg =

Im{z} ROC
I

0 Re{z}

Abbildung 3.1. Konvergenzgebiet der Laurent-Reihe

und aufierhalb des Kreises mit dem Radius
Phaupe = lim_sup |f(n)|"/" (3.25)

Es gilt also:
Thaupt < |Z| < Treg (3.26)
Beispiel 3.4 — Konvergenz der Z-Transformation.

Bestimmen Sie das Konvergenzgebiet der reellen kausalen Exponen-
tialfolge f(n) = a™ fiir n > 0, f(n) = 0 sonst
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Losung:

F(2) besteht wegen f(n) = 0 fiir n < 0 nur aus dem Hauptteil.

Es ist Thaupt = @, also insgesamt ROC: |z| > a. Den Wert der z-
Transformierten bestimmen wir weiter unten. a

Auch wenn sich Z-Transformation und deren Konvergenzbereich fiir einfa-
che Signale leicht berechnen lassen, bietet es sich an, Korrespondenztabellen
zu verwenden. Hierbei 14sst sich die Tatsache nutzen, dass sich beliebige Si-
gnale in eine Summe von Folgen zerlegen lassen, fiir die die Z-Transformation
bereits bekannt ist. Grundlage dafiir ist wiederum die Linearitétseigenschaft
der Z-Transformation.

Die Z-Transformation ist eine lineare Transformation. Somit wird ei-
ne Linearkombination zweier Signale auf die Linearkombination ihrer Z-
Transformierten abgebildet:

z[n] = z1[n] + z2[n] & X (2) = X1(2) + Xa(2) (3.27)

Somit l&sst sich ein komplexes Signal in eine Summe von einfacheren Signa-
len (beispielsweise in eine Summe gewichteter Dirac-Folgen) zerlegen. Die Z-
Transformierte des komplexen Signals ergibt sich dann aus der Summe der
Z-Transformierten der einzelnen Signale.

Beispiel 3.5 — Beispiele zur Z-Transformation.

a) Reelle kausale Exponentialfolge: x(n) = o(n)a”™

o0 o0 P
X — n,—n _ —1\n _ : < <
(2) n;oa z n;o(az ) P a<lz] <o
. . —a", n<-1
b) Reelle nichtkausale Exponentialfolge: x(n) = {
0, n>-—1
—1 0o e’}
X(z) = Z " — — Z a " =1 — Z (a™'2)"  (3.28)
n=-—o00 n=1 n=0
—1--2 =% 0<lzl<a (3.29)

a—z zZ—a

Die Z-Transformierten sind im Fall a) und b) identisch, besitzen je-
doch ein unterschiedliches Konvergenzgebiet (ROC), wie die folgende
Abbildung zeigt. Nur mit Angabe des Konvergenzgebiets ist die Z-
Transformation eindeutig.
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ROC Im{z}

77
7
77

By
2
&
!
Q
o {-----

3.1.5 Inverse Z-Transformation

Um die Z-Transformation fiir eine Berechnung von Problemen im Zeitbereich
nutzen zu kdnnen, ist eine arithmetische Methode der Riicktransformation
notwendig. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten:

1. Direkte Integration

Anwendung des Residuensatzes

Zerlegung in Teile, deren Inverse bekannt ist (Korrespondenztabelle)

Bei algebraischen Funktionen: Partialbruchzerlegung

Komplexe Transformation z = 1/w und Durchfiihrung einer der o.a. Me-
thoden im w-Raum.

U W

Diese Verfahren sollen im Folgenden erldutert werden, wobei Beispiele zeigen
sollen, welches jeweils die zweckmifige Methode ist.

Inverse Z-Transformation mittels Integration

Auf alle Falle anwendbar ist folgende Vorgehensweise: Sei X (z) ein Signal im
z-Bereich, so ist x[n] durch eine Integration iiber die geschlossene Kurve I" um
den Nullpunkt in der komplexen Ebene zu berechnen mit Hilfe des folgenden

Theorem 3.2 (Inversionssatz der Z-Transformation).

x[n] = %jﬁX(z)z"ildz (3.30)

Dabei entstehen je nach Wahl des Konvergenzbereiches unterschiedliche Riick-
transformationen.

Die Inversionsformel wollen wir jetzt beweisen. Wir gehen von der Defini-
tion der Z-Transformierten aus und multiplizieren beide Seiten mit 2™~

Pz = Y f(n)zm (3.31)

n=—oo
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Nun integrieren wir entlang einer geschlossenen Kontur innerhalb des Kon-
vergenzgebietes ROC. Da die ROC Ringe sind, umfassen diese geschlossenen
Konturen den Nullpunkt.

?{szlF(z)dz :?{ Z f(n)zm " tdz (3.32)
Da die Reihe gleichmissig konvergiert, vertauschen wir
%szlF(z)dz = Z f(n) fsznfldz (3.33)
Wir wahlen als Integrationskontur einen Kreis
z=re?; dz = jre’®d¢ = zjdo (3.34)
und erhalten damit

j{zm_lF(z)dz = i f(n)jrm=—n /0277 AL )

n=—oo

(3.35)

Z f(n)jr™="278(m — n)

n=—oo

=2mjf(m)

Daraus folgt die gesuchte Umkehrformel nach Ersetzung von m mit n, wobei
die Kontur den Nullpunkt umfasst und innerhalb einer (Teil-)ROC liegt. O

Das Integral der inversen Z-Transformation ist im allgemeinen wie im
letzten Abschnitt angegeben zu berechnen: Man wéhle einen Integrations-
weg (Kreis), parametrisiere das Integral nach @ und fiihre es aus. Dabei muss
besondere Sorgfalt verwendet werden auf den Radius des gewdhlten Kreises,
aus ihm ergeben sich im allgemeinen unterschiedliche Konvergenzbereiche.

Der Residuensatz — eine anschauliche Herleitung

Wir stellen hier zunéchst den Residuensatz vor, der aus der Funktionentheorie
bekannt ist. Er lautet fiir eine beliebige Funktion &(z):

Theorem 3.3 (Residuensatz).

fqb(z)dz = (2mi) * Summe der Residuen von ¢(z) (3.36)

in den von der Kontur umschlossenen singuldren Stellen
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Wir wollen an dieser Stelle eine ,anschauliche Begriindung fiir den Resi-
duensatz und die Werte der Residuen geben (insoweit das mdoglich ist) und
dabei einen Satz fiir die Werte der Residuen herleiten. Fiir eine genaue Her-
leitung wird auf einschlégige Literatur der Funktionentheorie verwiesen, z.B.
(Remmert, 2001).

Der Wert der Residuen hingt ab von der Ordnung r des Pols an der
singuldren Stelle zy. Bildlich gesprochen ldsst das Residuum sich bestimmen,
indem man die Funktion @(z) mit (z — z9)" multipliziert, um die Singularitét
,zum Verschwinden zu bringen.

Beispiel 3.6 — Illustration des Residuums.

(Die Analogie ist nicht wortlich zu nehmen) Das Feld elner Punktla-
dung Q am Orte z ist im z-Raum proportional zu m Das Feld
hat also einen Pol der Ordnung 2 bei zy. Das Residuum erhalten wir
durch Multiplikation mit (z — 2)?, und es betriigt gerade Q, also den
Wert der Ladung. Dies macht anschaulich die ,Polstarke* (das Resi-
duum) an diesem Punkt klar. a

Etwas formaler betrachten wir eine Funktion G(z) wie folgt:
&(z) habe einen Pol der Ordnung r bei zp, und G(z) sei die ,,ausmultiplizierte*
Funktion

G(z) =P(2)(z — z0)" (3.37)

Damit hat G(z) nun keinen Pol mehr, und wir kénnen G(z) um die Stelle
z = zp in eine normale Taylor-Reihe entwickeln:

= 1d"G N
G(z) =) T (z — 20) (3.38)
n=0"" (z=20)
Dann ist fiir z # zg
= 1d"G S
Bz) =Y — (2 — z)»™™) (3.39)
n=0"" (2=20)

Nun wollen wir das Ringintegral {iber @(z) l6sen, wobei die Kontur die Stel-
le zp enthalten mége. Wir wihlen als Kontur einen Kreis um zy und schreiben

$(2)dz = ¢(2)d(z — 20) = ¢(2)|z — 20/ d¢ (3.40)

Das Einsetzen der Reihenentwicklung fiir ¢(z) und Beriicksichtigung des Krei-
ses liefert

1dnG n—r . o j(n—r
§ ole)a > | el | etitrods - (ay
0
(z=z0)

Die Integration liefert nur einen Term (27) fiir n = r — 1, also
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(r—1) z
j{gb(z)dz = (2mj) (r _1 1)! 2 dz(?”g() )

Dies gilt fiir einen Pol der Ordnung r. Bestehen weitere Pole, so gilt ent-
sprechend eine Summe. Wir kénnen das so verstehen, dass Konturen um die
einzelnen Singularitdten gebildet und durch ,schmale Kanile“ miteinander
verbunden werden. Die Konturintegration entlang des ,Hin- und Riickwegs®
an beiden Seiten dieser schmalen Kanile hebt sich gerade auf.

Wir vergleichen jetzt mit dem oben schon angegebenen Residuensatz (3.36)
und stellen die formale Analogie fest. Zusétzlich erhalten wir

(3.42)

(2=z0)

Theorem 3.4 (Werte der Residuen).
Die Residuen von ¢(z) an der singuldren Stelle zo mit Ordnung r sind
gegeben durch
1 d"YG(2)
(r—1)! dz(r=1

| (z=z0) (3.43)

wobet
G(z) = é(2)(z — z0)" (3.44)

Beachten Sie nochmals, dass es sich hier nicht um eine strikte mathematische
Herleitung handelt, sondern um eine anschauliche Erlduterung der Formel fiir
die Werte der Residuen. Die aus anschaulicher Herleitung resultierenden Sétze
sind indes mathematisch exakt.

Inverse Z-Transformation mittels Residuensatz

Nun soll der Residuensatz fiir die inverse Z-Transformation eingesetzt werden.
Wir setzen dazu den Residuensatz (3.36) in die Formel (3.30) fiir die inverse
Z-Transformation ein und erhalten

Theorem 3.5 (Inverse Z-Transformation mit Residuensatz).

1
f(n :—_%znlezdz
™= 55 (=)
= Summe der Residuen von ¢(z) = 2" ' F(2) in den
von der Kontur im ROC umschlossenen

singuldren Stellen zo mit der Ordung r|z] (3.45)

B Z 1 d(r_l)G(z,zo)‘
N - (r—1)!  dz(r=D (z=z20)

mit G(z, zy) = (2 — zo) L2 1F(2)

Beispiel 3.7 — Inverse Z-Transformation iiber den Residuen-
satz.

Transformieren Sie X (z) = 1 in den Zeitbereich.
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Losung:
(iiber die Inversionsformel mit Residuensatz):

x[n] = Residuum von {gb(z) = z("_l)X(z)}
Die Funktion ¢(z) hat fiir n > 0 keine Pole, so dass unmittelbar gilt
zn]=0 firn>0

Die Funktion ¢(z) hat fiir n < 0 einen Pol der Ordnung r = 1 — n bei
zo = 0. Nach Theorem 3.5 ist dann G(z, z;) = 1, und es gilt fiir die
Integration geschlossener Kurven um diese Polstelle

1 d"YG(z, z) 1 d=m1

To) oD =0 = Tt e =0

a[n] =

Fiir n = 0 ist nichts abzuleiten, und wir erhalten z[0] = 1. Fiir n < 0
liefern alle Ableitungen den Wert 0. Zusammengefasst erhalten wir

0 n>0
zn]=<¢1 n=0
0 n<O

Also
z[n] ={...,0,1,0,...} =d[n]
]
Beispiel 3.8 — Vergleich zwischen direkter Integration und
Residuensatz.
Bilden Sie die inverse Z-Transformierte fiir die in obigem Beispiel

schon bestimmte Funktion F(z) = o -

Loésung:
a) Direkte Integration liefert:

- 2R (2)dz = ! iZ
1) = gy § 7N = gy 2

Wihle als Kontur einen Kreis mit Radius » um 0, also

z=rel?
dz = jre’®de¢ = jzdo

Dann ist

49
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L2 e
f(n) /0 (1 T € ¢

2ma — 2o7)

al) Die Kontur umfasst z = @ nicht. Dann ist |z| < |a| und wir kénnen
fiir |a| > r = |z| schreiben (geometrische Reihe)

=2 (o)

ael® i=0
und damit
1 s i 2m )
f(n) — _2_ T,nJrl (z) / e](n+1+1)¢d¢
ma i—0 a 0

Die Integrale ergeben fiir ¢, > 0 sdmtlich den Wert 0, und somit fiir
die kausale Folge f(n) = 0(n > 0). Fir n < 0 gibt das Integral den
Wert 27 fiir i = —n — 1, und damit f(n) = —a™(n < 0). Dies ist die
vollstdndig akausale Folge aus Bsp. 3.5 auf Seite 44. Wieder haben
wir gesehen, dass die Wahl des ROC entscheidend fiir die Berechnung
der inversen Transformation ist und zu unterschiedlichen Folgen bei
gleicher Z-Transformierten fiihrt.

a2) Die Kontur umfasst z = a. Dann ist |z| > |a| und wir miissen,
um die geometrische Reihe anwenden zu kénnen, den Bruch zunéchst
umschreiben:

1 - (%)

-2 @0=3)

bzw.

a
1 T T e

- z5) (- %)

Nun konnen wir fiir |a| < r = |z| schreiben (geometrische Reihe)

1 - a
(1--% ):_re—j¢ ;(re—m)

ael®

und damit

N
fo) =g o () [ et

=0

Die Integrale ergeben nur fiir n = i den Wert 2, sonst 0, und damit
innerhalb der Summationsgrenzen f(n) = a™,(n > 0). Dies ist die
kausale Folge in ihrem ROC.

Fazit der inversen Z-Transformation mittels Integration: Es diirfte je-
dem Leser bei diesem sehr einfachen Beispiel bereits deutlich geworden
sein, dass solche Berechnungen iiber das direkte Integral sehr zeitauf-
wandig sind und jedesmal einen neuen Ansatz erfordern. Wir méchten
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das nicht gerne 6fter durchfiihren. Allerdings haben wir mit der Trans-
formation .
1 —(9)

1-2 @0-9
bereits ein sehr niitzliches Hilfsmittel kennen gelernt, um die komplexe
Transformation z = 1/w und Durchfiihrung einer der Methoden im
w-Raum anzuwenden, siehe unten im Abschnitt 3.1.5. Wir haben dies
hier implizit getan, indem wir die Variable der geometrischen Reihe
z/a mit ihrem Kehrwert a/z ersetzt haben, womit wir gleichzeitig das
Konvergenzgebiet |z| > a in |z| < a umgekehrt haben.

b) Berechnung mit Hilfe des Residuensatzes: Der Integrand des Ring-
integrals lautet

ZTL

(2 —a)
bl) Wihlen wir eine Kontur, die zo nicht umschliet, also z.B. einen
Kreis um den Nullpunkt mit Radius < |al, so haben wir f(n) = 0 fiir
n > 0. Fiir n < 0 haben wir einen Pol der Ordnung (—n) bei z = 0.

Es ist
1

zZ—aQ

G(z,2g) =
und es muf (—n — 1) mal abgeleitet werden. Wir erhalten
1 dC"DG(z, 20)
Ch-1)l deCnD =)
1 (=) " Y(—n—1)
= 1\ — N—n |(z:zo:0)
(—=n—1)! (z —a)

(=) (z = @)"|(z=zp=0) = —a"

f(n) =

also gerade die vollstindig akausale Folge.
b2) Wir wahlen eine Kontur, die zp = a umschlieft, und haben fiir
n > 0 nur einen einfachen Pol bei z = a, also

Glz,70) = (2 = a) 21— = o

Es muss 0 mal abgeleitet werden, womit sofort folgt
f(n) =Gz =2)) =a"

Fiir n < 0 haben wir einen zusétzlichen Pol bei z = 0, dessen residualer
Anteil gerade zu f(n) = —a™ berechnet wurde. Damit ist fiir n < 0
die Summe der Residuen f(n) = a™ — @™ = 0. Zusammen fiir alle n
ergibt sich also fiir eine Kontur, die zg = a umschliefst, die vollsténdig
kausale Folge.

51
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Diese Rechnungen waren schon wesentlich systematischer und schnel-
ler. Die Frage mag sich jedoch stellen, ob wir durch Rechnung mit dem
Residuensatz die akausale Folge einfacher ,sehen kénnen. Hierzu wer-
den wir weiter unten den Residuensatz im 1/z -Bereich herleiten. O

Inverse Z-Transformation mittels Korrespondenztabelle

Eine Alternative zur Losung des Inversionsintegrals (direkt oder iiber den
Residuensatz) ist eine Zerlegung von X(z) in additive Terme, deren Riick-
transformationen bekannt sind. Dies funktioniert insbesondere dann, wenn
X (z) ein Signal darstellt und bereits als Summe vorliegt.

Beispiel 3.9 — Inverse Z-Transformation eines Signals.

Beschreibt X (z) ein Signal im z-Bereich, kann es in einer charakteris-
tischen Form geschrieben werden:

X(2) =221 4527243271
Nutzt man die Kenntnis der Z-Transformierten der Dirac-Folge
z[n] =dn] e X(z) =1
und der shift-Eigenschaft der Z-Transformation
zln— Nl & X(2)z

so lisst sich x[n] unter Verwendung des Uberlagerungssatzes bestim-
men:

z[n] =28n — 1]+ 56[n — 2]+ 30[n—-4]={...,0,2,5,0,3,0,...}

Inversion im 1/z-Bereich

Im Beispiel 3.4 auf Seite 43 hatten wir die geometrische Reihe im 2z- und im
1/2z-Bereich betrachtet. Dies wollen wir hier formalisieren.
F(2) konvergiert, wie im Abschnitt 3.1.4 auf Seite 41 gezeigt, fiir

Thaupt < |Z| < Treg (3.46)

mit -
Freg(2) = Y f(=n)2" (3.47)

n=0

und
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Fhaupt Z (3.48)

Wir betrachten nun
F(1/z) = Z f(n (3.49)

In dieser Darstellung vertauschen sich also gerade Hauptteil und reguliren
Teil der Laurent-Reihe, und damit gilt

(3.50)

Wir leiten nun die Inversionsformel fiir F(1/z) ab:
Theorem 3.6 (Inversionsformel im 1/z -Bereich).
1
(2m5)
wobei die Kontur in dem angegebenen ROC Gl. (3.50) fir F(1/z) verlduft.

F(n) = f 2R/ 2)dz (3.51)

Zum Beweis setzen wir w = 1/z und erhalten

F(z™h) = Z f(n (3.52)

n=—oo

Die Inversionsformel fiir F'(w) kénnen wir wie oben angeben:

1
f(n) = , fw"—lF w)dw 3.53
") = Gy (w) (3.53)
Wir ersetzen wieder w = 1/z, dw = —z~2dz, und durch Umdrehen des Rich-
tungssinns der Ringintegration bei dieser Transformation erhalten wir einen
weiteren Faktor —1. Insgesamt erhalten wir die gesuchte Inversionsformel im
1/z -Bereich. O

Beispiel 3.10 — Inverse Z-Transformation im 1/z-Bereich.

Wir betrachten wieder die Inversion von F(z) = =)
Oben hatten wir die Inversion fiir |z| > |a| mit dem Residuensatz aus
der Inversionsformel fiir F'(z) hergeleitet. Analog kénnen wir nun fiir
|lw| = |1/z| > |1/al, also im komplementdren Bereich |z| < |a|, die
Inversion mit der Formel fiir F'(1/z) bestimmen.

Loésung:
Wir erhalten

F(z™h =

a (1—a2)

1

1 1
1_
z
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und somit

1 z7 1
fn) = ) f 1- az)dz

Der Integrand hat fiir n < 0 einen einfachen Pol bei z = 1/a. Anwen-
dung des Residuensatzes liefert:

1 Z_n_l 1 —n—1 n
) =Res { (= HZ b = <Dy = =

Fiir n > 0 wihlen wir zweckméfigerweise nicht die Transformation im
1/z-Bereich, sondern die im obigen Beispiel verwendete Tansformation
im z-Bereich, die sofort f(n) = 0 liefert.

Beachten Sie nochmals, dass in diesem obigen Beispiel fiir n <0
(—n — 1)-mal abgeleitet werden musste, wihrend hier (im 1/z-Bereich)
wegen des einfachen Poles gar nicht abgeleitet werden muss. Dieses Er-
gebnis gilt im ROC fiir 1/z, also fiir |z| < |a|. Wir haben damit also
den akausalen Teil der Folge hergeleitet. O

Inverse Z-Transformation durch Partialbruchzerlegung

Beschreibt X (z) die Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems, so handelt es
sich in den meisten Fallen um eine gebrochen-rationale Funktion. Mittels Par-
tialbruchzerlegung (PBZ) kann solch ein Bruch in Summanden aufgeteilt wer-
den, die einzeln in den Zeitbereich transformiert werden kénnen.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur gebrochen rationale Funktionen
F(z) mit K einfachen Polen bei z;, # 0. Nun betrachten wir die Funktion
F(z)/z und fiihren fiir diese Funktion eine Partialbruchzerlegung durch:

F(z) N~ A
Tz ’; (z — zx) (3:54)
Damit ist
F(z) = i Arz (3.55)
o)

und mit der Inversion aus den schon bekannten Beispielen gilt im kausalen
Bereich das

Theorem 3.7 (Z-Transformation mit Partialbruchzerlegung).

K
f) =u(m)> Az, (2> |al) VE=1...K (3.56)
k=1
Die Ay ergeben sich dabei zu
F
Ap = (2 — ) iz) (3.57)

Z=Zk
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Beispiel 3.11 — Partialbruchzerlegung.
Wir betrachten die Funktion

1
F =
(2) (z—a)(z—0b)
Partialbruchzerlegung liefert
F(Z) - A1 A2 Ag
z _?+ (z—a) * (z—0)
mit 1 1 1
A= —, Ao= —7— A

) ) 3 = 77
(ab) (a(a —1b)) (b(b— a))
Mit dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung erhalten wir sofort

[an—l _ bn—l]

Dieses Resultat gilt nur, wenn alle Pole im ROC liegen, also fiir
|z| > max{|al, |b|}. O

3.1.6 Parseval’sche Gleichung

Wir leiten zunéchst folgenden Ausdruck fiir die Z-Transformation des Qua-
drates einer Folge her.

Theorem 3.8 (Z-Transformation des Quadrates einer Folge).

Z{f(n Z f(n (2;,) fF(v)%F(g) dv (3.58)

n=—oo

Zum Beweis gehen wir von der Definition der Z-Transformation aus:

Z{f(n Z f(n (3.59)

n=—oo

Eine Folge f(n) wird darin mit Hilfe des Inversions-Theorems 3.6 auf Seite 53,
Gl (3.51), ausgedriickt:

Z{f(n)f( 74 W lde (3.60)

n=—oo

Wir vertauschen Summation und Integration und erhalten

o0

25 f) = s $F@ Y fo (3) T @

(27j) v v
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Nach Definition der Z-Transformation ist das gerade

1 1 z
Z =——¢Fw)-F—-)d 3.62
)0} = s fF@7F (2) (362
Setzen wir Gl. (3.59) in Gl. (3.62) ein, so ergibt sich gerade die in Theorem
3.8 verlangte Z-Transformierte des Quadrates einer Summe. O

Aus Theorem 3.8 kénnen wir leicht als Spezialfall die Parseval’sche Glei-
chung im z-Bereich ermitteln:

Theorem 3.9 (Parseval’sche Gleichung im z-Bereich).
(27)) z \z

n=—oo

Zum Beweis vertauschen wir in Theorem 3.8 die Variablen z und v:

= 1 1 /v
M= _ ¢ F(2)-F (- 64
3 s = g fFEIF (e @6
Fiir v = 1 ergibt sich sofort Theorem 3.9. O

Hieraus konnen wir die ,jiibliche Parseval’sche Gleichung herleiten:
Theorem 3.10 (Parseval’sche Gleichung im Frequenzbereich).

o0

S )P = %/_; |F(e“T)dw mit Q = 2% (3.65)

n=—oo

Dazu ersetzen wir eine der Folgen f(n) durch die konjugiert komplexe Folge
f*(n), und wir betrachten Theorem 3.9 an der Stelle 2 = ¢/“ 7. Damit ist
dz/z = jTdw. Nach Einsetzen in Theorem 3.9 folgt das gewlinschte Resultat.

O
Die Parseval’sche Gleichung besagt also, dass die ,,Energie der Folge*
> )P (3.66)

entweder durch Summation {iber die Einzelenergien berechnet werden kann
oder durch Integration iiber die spektralen Energien.
Beispiel 3.12 — Parseval’sche Gleichung.

Wir betrachten wieder die Folge f(n) = a™u(n) mit |a| < 1 und be-
rechnen ihre Energie.
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Mit direkter Berechnung gilt (geometrische Reihe)

o0 o0 N 1
n:z—oon(n) = ;(az) T2

Mit F(z) = z/(z — a) gilt mit Theorem 3.9, Parsevalsche Gleichung,

3 2(p) = ! z:l 1 z= 1 1 P
Z Fn) = (27rj)j{F( )ZF(z)d (27)) f ((z—a)(l—az))d

n=—oo

und iiber den Residuensatz, da |a| < 1, geht nur der Pol bei z = a ein:

> P =

n=—oo

1
z:a_ 1—(12

3.1.7 Nichtlineare Systeme

Eine analytische Untersuchung nichtlinearer zeitdiskreter Systeme ist insbe-
sondere im Falle einer zusdtzlichen Zeitvarianz mathematisch nur mit hohem
Aufwand méglich. Nichtlineare rekursive Systeme zeigen in vielen Fillen chao-
tisches Verhalten. Eine analytische Losung der Differenzengleichung ist damit
nicht mehr mdoglich.

In der Praxis versucht man aus diesen Griinden nichtlineare Systeme wei-
testgehend zu vermeiden. Deshalb sei an dieser Stelle lediglich exemplarisch
aufgefiihrt, auf welche Probleme man bei der Untersuchung nichtlinearer zeit-
diskreter Systeme stofit.

Als Beispiel sei ein zeitdiskretes System mit folgender Differenzengleichung
gegeben:

Tpt1 = axn (1 — ) (3.67)

Es handelt sich hierbei um eine nichtlineares, zeitinvariantes, rekursives Sys-
tem mit einem freien Parameter a. Obwohl eine vergleichbare Differential-
gleichung im zeitkontinuierlichen Bereich explizit 16sbar ist, fiilhrt das ver-
gleichbare zeitdiskrete System zu einer extrem komplizierten Losungsmenge.
Einen tieferen Einblick erhélt der geneigte Leser in dem klassischen Aufsatz
(Feigenbaum, 1980).

Wie man in Abb. 3.2 und 3.3 sieht, konvergiert das System nur fiir a < 3
gegen einen festen Wert. Wahlt man den freien Parameter grofser, so oszilliert
&, zwischen 2,48, ...,2/(®) Werten. Fiir Werte oberhalb ca. 3,8 wird die
Losungsmenge derart komplex, dass das Verhalten des Systems als ,,determi-
nistisch chaotisch* bezeichnet wird.
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xn

1 4

0.5

0 < $~

4 a

Abbildung 3.2. Bifurkationsdiagramm fiir die ersten zehn Iterationen (Startwert:
0.01)

xn

0.5 4

0- & . . ;
1 2 3 4 a

Abbildung 3.3. Bifurkationsdiagramm der 50. bis 100. Iteration. Nur fiir Werte
a < 3 konvergiert die Rekursion gegen einen festen Wert
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3.2 Beschreibungsformen zeitdiskreter LTI-Systeme

Wie noch gezeigt werden soll, haben unterschiedliche Beschreibungsformen
eines LTI-Systems je nach Problemstellung bzw. je nach Anwendungsfall Vor-
und Nachteile. Sie alle beschreiben ein System mehr oder weniger vollstin-
dig und sind demzufolge eindeutig ineinander umwandelbar — andernfalls ist
gesondert zu beachten, welche Informationen {iber das System durch die Um-
wandlung verloren gehen. Auf folgende Darstellungsformen und ihre Verwen-
dung soll in den nichsten Kapiteln genauer eingegangen werden:

Operatordarstellung

funktionale Darstellung
Impulsantwort und Sprungantwort
Differenzengleichung
Ubertragungsfunktion (im z-Bereich)
Pol- und Nullstellendarstellung
Blockschaltbild

3.2.1 Operatordarstellung und funktionale Darstellung

Zentraler Punkt der theoretischen Beschreibung eines zeitdiskreten Systems
ist die Unterscheidung zwischen Eingangssignalen (hier x), Ausgangssignalen
(y) und dem Systemzustand (z). Alle drei Grofen konnen vektoriell auftre-
ten. Die Anzahl der skalaren Elemente von x entspricht somit der Anzahl der
betrachteten Einginge in das System, und die Anzahl der Elemente von y
entspricht der Anzahl der Ausginge. Die Anzahl der Elemente des Zustands-
vektors z entspricht der Zahl der unabhingigen Speicher im System, und
bestimmt die Ordnung des Systems.

Der zweite wesentliche Punkt der Systembeschreibung ist der System-
Operator (hier ©), der den eigentlichen mathematischen Zusammenhang zwi-
schen Eingangssignal z, dem Systemzustand z zu einem Zeitpunkt ¢ mit dem
Ausgangssignal y herstellt:

y[n] = O(x[n], z(x[n], z[n — 1],1), 1) (3.68)

In dieser kompakten und eher theoretischen Schreibweise wird ausgedriickt,
dass das Element n der Ausgangsfolge y berechnet wird aus dem zugehori-
gen Element des Eingangssignals und dem aktuellen Systemzustand. Dieser
Systemzustand wird wiederum bestimmt aus dem Eingangssignal und dem
vorangegangen Systemzustand. Im Falle eines zeitvarianten Systems, ist der
System-Operator @ und ggf. auch der Systemzustand eine Funktion von t.
Betrachtet man ein System von aufien, so stellt der Zustand z einen nicht
direkt beobachtbaren Vektor dar, dessen Kenntnis oftmals nicht von Interesse
ist, da lediglich ein Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal
gesucht wird. Aus dieser Sichtweise ist es wiinschenswert, ein LTI-System als
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eine Funktion (hier ebenfalls mit © bezeichnet) betrachten zu kdnnen, die eine
beliebige Eingangsfolge z[n]| auf eine Ausgangsfolge y[n| abbildet:

2t
yinl =) = | . (3.69)

O, (x[n])

Es darf jedoch nicht vernachléssigt werden, dass unterschiedliche Anfangs-
zustdnde z des Systems bei gleichen Eingangssignalen im Allgemeinen zu
unterschiedlichen Ausgangssignalen fiihren. Um einen definierten (und tech-
nisch praktikablen) Anfangszustand festzulegen, kénnen beispielsweise sdmt-
liche Elemente des Zustandsvektors auf Null gesetzt werden. Ein LTI-System
mit z = 0 (,zero state”) nennt man ,relaziertes LTI-System*.

Ein LTI-System ist durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet

e Linearitdt: Fiir jedes lineare System gilt die Superpositionseigenschaft und
umgekehrt:

O(z1[n] + 22[n)) "E' O(z1[n]) + O(x2[n)) (3.70)

e Homogenitét: Identisch zur Linearitatseigenschaft und aus (3.6) unmittel-
bar abzuleiten ist der fiir LTT-Systeme geltende Zusammenhang

O(azx[n]) = aB(z[n]) (3.71)

e Zeitinvarianz: In diesem Fall gilt, dass zwei von der Form her identische
Signale bei gleichen Anfangsbedingungen (gleichem Systemzustand) eben-
falls zwei in der Form identische Ausgangssignale erzeugen (Verschiebungs-
invarianz):

O(aln]) = yln] & O(aln — nol) = yln — no| (3.72)

Diese drei Eigenschaften — hier fiir zeitdiskrete Signale und Systeme angege-
ben — gelten in vergleichbarer Weise auch fiir zeitkontinuierliche Signale und
Systeme. Es wird sich zeigen, dass insbesondere die Linearititseigenschaft ei-
ne wesentliche Vereinfachungsmoglichkeit bei der Analyse technischer Systeme
zeigt.

3.2.2 Problemstellungen der Systemanalyse

Bevor auf weitere Beschreibungsformen von LTI-Systemen eingegangen wird,
soll zundchst erlautert werden, wofiir eine mathematische Beschreibung ei-
nes allgemeinen Systems notwendig ist. Aus dieser Uberlegung heraus soll es
moglich werden, die unterschiedlichen Beschreibungsformen hinsichtlich ihrer
Brauchbarkeit zur Problemlésung einzuschétzen.

Betrachtet man die Systemgleichung eines LTI-Systems in der oben erldu-
terten Operatordarstellung
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yln] = ©(x[n]) (3.73)

so lassen sich drei verschiedene analytische Aufgabenstellungen formulieren:

1. z[n] und O sind gegeben, berechne y[n]
2. y[n] und O sind gegeben, berechne z[n]
3. z[n] und y[n] sind bekannt, ermittle ©

Wihrend sich im ersten Problemfall lediglich numerische Probleme er-
geben konnen, erfordert der zweite Fall ein Umstellen der Gleichung (3.8)
nach dem implizit verkniipften Eingangssignal z[n], um einen inversen Ope-
rator ©~! zu erhalten. Weitaus schwieriger kann sich eine Losung der dritten
Aufgabenstellung gestalten: Es ist ein System zu finden, um einen Satz von
Eingangssignalen in bestimmte Aussgangssignale umzuwandeln. Im Falle der
Sprachverarbeitung kann es sich beispielsweise um ein System handeln, das ein
analoges Sprachsignal in geschriebenen Text umwandelt. Hier wird deutlich,
dass fiir die Losung dieser Problemstellung keine allgemein giiltige algorith-
mische Vorgehensweise angegeben werden kann.

3.2.3 Impulsantwort

Jede diskrete Folge lésst sich zu einer Summe von gewichteten und verscho-
benen d-Folgen zusammensetzen:

b

zn] = {wn}_q = Zx(i)ﬂn — 1] (3.74)
mit Ln—0)%
(5[n}:{...,07l70,...}:{O;n#o} o (3.75)

Beispiel 3.13 — Notation eines Signals als Summe von gewich-
teten Delta-Folgen.

Gegeben sei eine Folge wie folgt:
] = {zn}n—1 ={2,1,3,5,7}

Diese lasst sich darstellen als Summe von gewichteten Delta-Folgen
geméf

z[n] =26(n+1) +16(n) +35(n — 1) + 56(n — 2) + 76(n — 3)

Dies entspricht der Darstellung
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Als Impulsantwort h[n] (auch: ,,Gewichtsfunktion) wird wie im zeitkon-
tinuierlichen Fall die Antwort eines relaxierten LTI-Systems (Zustandsvektor
Null) auf den Einheits-Impuls die diskrete Delta-Folge d[n] bezeichnet.

h[n] = Qrelaxiert (5['”}) (376)

Ist h[n] fiir ein LTI-System bekannt, so kann unter Verwendung der drei im
Abschnitt 3.2.1 auf Seite 59 erlduterten LTI-System-Eigenschaften Linearitat,
Homogenitéit und Zeitinvarianz die Systemantwort y[n] eines relaxierten LTI-
Systems auf eine beliebige Eingangsfolge z[n| bestimmt werden:

x[n] = Z z(1)é[n —i] & yln]= Z x(i)h[n — 1] (3.77)
Die Angabe der Impulsantwort eines LTI-Systems reicht demzufolge aus, das
LTI-System vollstéindig zu beschreiben. Insbesondere bei der Untersuchung
realer LTI-Systeme bietet sich hiermit eine praktische Mdglichkeit, das Ver-
halten unbekannter Systeme zu ermitteln!. Wie in Abschnitt 1.4 gezeigt, las-
sen sich beliebige Eingangssignale ebenso als Summe gewichteter Einheits-
Sprungfunktionen u[n| oder Einheits-Rampen-Folgen p[n] darstellen. Somit
ist die Angabe der Ubergangsfunktion (Systemantwort auf u[n]) oder die An-
gabe der Systemantwort auf p[n] ebenso zur Systembeschreibung méglich.

3.2.4 Die Differenzengleichung

Auch wenn die funktionale Darstellung (3.2) aus systemtheoretischer Sicht
grundlegend ist, ist die Operatorschreibweise in vielen Fillen nicht praktika-
bel. Auch eine Systemberechnung anhand einer gegebenen Impulsantwort ist
fiir viele arithmetische Problemstellungen ungeeignet. Eine weitere allgemei-
ne Beschreibung eines zeitdiskreten LTI-Systems kann durch die Angabe einer
Differenzengleichung erfolgen, die den funktionalen Zusammenhang zwischen
dem Eingangs- und dem Ausgangssignal in folgender Weise beschreibt:

Yn +01Yn—1+ ...+ aNYn—N = boTm + b1Zm—1 + ... + byTm-nr  (3.78)
Anmerkungen zur Differenzengleichung:

e Sind z und y (wie bisher angenommen) ein Vektor (mehrere Ein-/Ausgén-
ge), dann besitzen auch die Koeffizienten a,, und b,, vektoriellen Charak-
ter. Da dies jedoch keinen prinzipiellen Einfluss auf die im Folgenden vor-
gestellten mathematischen Methoden zur Berechnung eines LTI-Systems
hat, soll hier von skalaren reellwertigen Koeffizienten ausgegangen werden.

! Zur praktischen Untersuchung von zeitkontinuierlichen Systemen wird die Impuls-
antwort selten verwendet, da hierfiir ein Eingangssignal unendlicher Amplitude
und verschwindender Dauer benétigt wiirde. Zusatzlich zeigt sich, dass nur wenige
analoge Systeme iiberhaupt ,sprungfihige“ Systeme darstellen - somit bleibt diese
Anregung im Allgemeinen wirkungslos. Im zeitdiskreten Falle hingegen ist ein
Einheitsimpuls sehr einfach zu erzeugen und bietet sich fiir eine Systemanalyse
an.
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e Sind die Koeffizienten a; und b; in der Differenzengleichung zeitinvariant,
nennt man auch das System ,zeitinvariant‘.

o Ist einer der a-Koeflizienten nicht Null - wird also das Ausgangssignal
auf den Eingang des Systems riickgekoppelt - erhélt man ein rekursives
LTI-System, auf dessen spezielle Eigenschaften weiter unten eingegangen
werden soll.

e In der Differenzengleichung wird der Systemzustand nicht erfasst. Um
ein konkretes LTI-System mit einer Differenzengleichung komplett zu be-
schreiben, ist also auch hier die Angabe von Anfangsbedingungen notwen-
dig.

e Um aus einem gegebenen Eingangssignal das Ausgangssignal zu berech-
nen (oder umgekehrt), ist die Differenzengleichung zu 16sen. Ahnlich dem
Lésen von Differentialgleichungen sind dafiir verschiedene Methoden mog-
lich, auf die im Kap. 5 auf Seite 133 eingegangen wird. Einen Vergleich
von Differential- und Differenzengleichungen bringt Ubung 3.9.

3.2.5 Ubertragungsfunktionen

Wir leiten jetzt 3 Darstellungen der Ubertragungsfunktion im z-Bereich her:

1. Aus (3.11) ist bekannt, daf§ y[n] sich als Faltung der Eingangsfolge z[n]
mit der Impulsantwort-Folge h[n] darstellen lift. Benutzen wir die Aqui-
valenz von Faltung im Zeit- zur Multiplikation im z-Bereich, so erhalten
wir nach Z-Transformation Y (z) = H(2)X(z) bzw. H(z) = Y (2)/X (2),
das ist dasselbe H () fiir alle Anregungen X (z) (1. Darstellung der Uber-
tragungsfunktion).

2. Speziell kénnen wir x[n] = §[n] wahlen, dann ist y[n] die Impulsantwort.
Nach Z-Transformation erhalten wir X (z) = 1 und damit Y (z) = H(z).
H(z) ist also auch die Z-Transformierte der Impulsantwort (2. Darstellung
der Ubertragungsfunktion).

3. Eine weitere, mathematisch angenehme Form von H(z) erhalten wir, wenn
wir formal eine Eingangsfolge x[n] = 2™ wihlen. Dann ist die Systemant-
wort durch Faltung gegeben zu

ynl = > hlk]z"F = 2"H(2) (3.79)
k=—o0
also H(z) = y[n]/z"™, wobei die Abhéngigkeit von n auf der rechten Seite in

jedem Fall verschwindet. Speziell gilt H(z) = y[0] bei (formaler) Anregung
des Sytems mit x[n] = 2™ (3. Darstellung der Ubertragungsfunktion).

3.2.6 Blockschaltbilder

Eine graphische Form der Darstellung eines LTI-Systems bieten Blockschalt-
bilder. Wir verwenden fiir die Blockschaltbild-Darstellung folgende (und an-
dere) Symbole:
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A ajn]
x[n] - x[n-1] x[n] | Ax[n] aln+b[n]
| bin]
Zeitverzdgerung Verstarkung um .
um 1 Faktor A Summation
aln] ajn]

xin] . P(x[n]) afnjbfn] 3~ alnj-b[n]
bin] bin] =

Summation mit

Filterung Multiplikation Vorzeichen

Abbildung 3.4. Blockschaltbilder fiir sechs verschiedene Operationen mit den Si-
gnalen a[n] und bn]

Die allgemeine Differenzengleichung des LTI-Systems

Yn +01Yn—1 + A2Yn—2 + ... + ANYn-N
=boTm +01Zm_1+boTm_o+ ... + Oy Tym_n (380)

fithrt zu folgendem (Abb. 3.5) kanonischen Blockschaltbild, wobei ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit N > M angenommen wurde (ansonsten ver-
tausche N und M). Die Bezeichnung kanonisch riihrt davon her, dass in dieser
Anordnung die minimale Anzahl, ndmlich N Verzogerer benotigt werden, wo-
hingegen bei direktem Umsetzen der Gl. (3.80) in ein Blockschaltbild (siehe
Abb. 8.3(c)) (N + M) Verzogerer benotigt werden. Wir kénnen nun zeigen:

Theorem 3.11 (Aquivalenz allgemeiner LTI-Differenzengleichung unc
kanonischer Schaltung).

Die allgemeine LTI-Differenzengleichung (3.80) und die kanonische Schal-
tung gemdss Abb. 8.5 sind dquivalent.

Die Aquivalenz von GI. (3.80) und Abb. 3.5 konnen wir wie folgt zeigen:
Wir definieren als s[n] die Grosse im oberen Zentrum der Abb. 3.5, vor dem
bo-Multiplizierer. Fiir sie konnen wir im rechten und im linken Zweig der
Abb. 3.5 folgende zwei Differenzengleichungen direkt ablesen, wobei wir ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, von den N dargestellten Koeffi-
zienten b; seien die letzten (N — M) viele vom Werte b; = 0.

Yn = boSn + b18n—1 +b2Sn_2+ ... +bprSn_mr (381)

Sp = Tp — A1Sp—1 — 025p—2 — ... —ANSp—N

Nach Z-Transformation ergibt sich:
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Abbildung 3.5. Kanonische Blockschaltbild-Darstellung eines digitalen Filters

Y(z) = S(2)[bo +brz" " + b2z 4+ bagz V] (3.82)
X(z)=SE)[1+ arz Va2 4+ 4 aNz’N]

Nach Einsetzen der beiden Gleichungen ineinander wird S(z) eliminiert, und
es ergibt sich unmittelbar die folgende Gleichung:

Y(2)[1+ a1z tasz "+ ..+ aNz_N]
:X(Z)[b0+b1271 +b2272+...+b1\/127M] (383)

Dieselbe Gleichung ergibt sich durch Transformation beider Seiten der all-
gemeinen LTI-Differenzengleichung (3.80). Dabei machen wir von der Li-
nearitdtseigenschaft (3.18) und der Verschiebungseigenschaft (3.19) der Z-
Transformation Gebrauch. Damit ist Theorem 3.11 bewiesen.

Mit der Definition einer Hilfsgrésse s[n] haben wir zum ersten Mal ei-
ne innere Zustandsgrisse (engl. state variable, daher die Bezeichnung s[n])
eingefiihrt. Diese ist von aussen nicht beobachtbar. Wir werden solche Zu-
standsgrossen im Kapitel 5 noch ausfiihrlich benutzen. O

Wir fragen nun nach der ﬁ]bertragungsfunktion der Schaltung in Abb. 3.5.
Mit der 1. Darstellung der Ubertragungsfunktion (sieche Abschnitt 3.2.5 auf
Seite 63) folgt aus Gl. (3.83) sofort

Y(2) b+ biz b+ boz 24+ by ™
CX(2) l4azldaz2+.. . danz N

(3.84)
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Wir kénnen also bei Differenzengleichungen die Darstellung in der Z-Trans-
formation direkt ablesen!

3.2.7 Pol-Nullstellen-Darstellung, Analyse und Synthese von
Systemen

Wir bringen jetzt die Polynomen-Darstellung der Ubertragungsfunktion (3.84)
in eine Pol-Nullstellen-Form. Durch Umschreiben erhalten wir
_ zN*MbOZM +b12ML fbe2M=2 4 by
o 2N a2V 4 a9zN-24+ . . +apn

H(z) (3.85)
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Argand, 1813, 1815)2 1ift sich nun
jedes Polynom k-ten Grades in ein Produkt aus den & Nullstellenfaktoren des

Polynoms und ggf. einen globalen Faktor umschreiben. Es gilt also z.B. fiir
den Zahler

M
boz™ +b12M Tt 4+ ba2M 2 4L+ by = o H(Z — 20i) (3-86)
i=1

Wir fiihren dies auch fiir den Nenner durch, dessen Nullstellen wir mit z.,
bezeichnen. Die Ubertragungsfunktion lautet dann

M
H(z) = by~ Lz (2 = 200) (3.87)
i1 (2 = Zoci)

Die Nullstellen des Nenners sind die Pole der Ubertragungsfunktion. Diese
Darstellung heisst daher Pol-Nullstellen-Darstellung der Ubertragungsfunkti-
on.

Es ist klar, dass die Umwandlung der Polynom-Darstellung in die Pol-
Nullstellen-Darstellung der Ubertragungsfunktion rechnerisch aufwendig ist.
Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert zwar die Pol-Nullstellen-Dar-
stellung, die tatsdchliche Berechnung der Nullstellen der Z&hler- und Nen-
nerpolynome ist jedoch fiir Grade > 5 nur numerisch moglich und erfordert
erheblichen Aufwand. Anders verhélt es sich mit dem umgekehrten Weg, der
Umwandlung der Pol-Nullstellen-Darstellung in die Polynomen-Darstellung
der Ubertragungsfunktion. Hier miissen die Produkte lediglich ausmultipli-
ziert werden.

2 Der Fundamentalsatz der Algebra wurde bereits von d’Alembert 1746 fast voll-
stindig eingefiithrt. Normalerweise wird der erste vollstindige Beweis Gauf zu-
geschrieben, der ihn in seiner Doktorarbeit (!) bei J. Pfaff in Helmstedt 1799
erbracht hat - dafiir wurde ihm die miindliche Priifung erlassen. Gauf behauptet
in seiner Arbeit iibrigens nicht, er habe den ersten richtigen Beweis erbracht, er
nennt seinen Beweis lediglich ,neu“. Nach heutigen Standards ist Gauf’ Beweis
nicht vollstéindig, sondern der erste liickenlose Beweis (1814) stammt von Jean
Robert Argand. Zur Geschichte des Fundamentalsatzes siehe (Petrova, 1973).
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Diese beide Umwandlungswege entspechen 2 verschiedenen Aufgabenstel-
lungen der Systembeschreibung. Ist die Polynom-Darstellung bekannt, z.B.
aus einer vorgegebenen Schaltung, so dient die Pol-Nullstellen-Darstellung
der Analyse dieser Schaltung. Wie wir sehen werden, sind solche Eigenschaf-
ten wie Stabilitdt oder Phasenverhalten der Schaltung von der Lage der Pole
und Nullstellen abhéngig, diese miissen also berechnet werden. Dies ist also
eine rechnerisch aufwendige Prozedur.

In der Synthese eines Systems soll hingegen ein bestimmtes Systemver-
halten erzeugt werden. Dazu werden die Pole und Nullstellen der Ubertra-
gungsfunktion festgelegt. Die anschliessende Umwandlung in die Polynom-
Darstellung und damit in eine Schaltung ist rechnerisch einfach. Allerdings
wird man nicht in jedem Fall diejenige Schaltung wihlen, die direkt aus der
algebraischen Struktur der Ubertragungsfunktion folgt. Diesen Aspekten wid-
men wir uns noch bei der Betrachtung der numerischen Stabilitit von digi-
talen Schaltungen.

Analyse wie Synthese machen die extreme Niitzlichkeit der Z-Transfor-
mation deutlich. Die Systemeigenschaften wie Stabilitét oder Phasenverhalten
kénnen aus der Systembeschreibung im Zeitbereich, also z.B. aus der Impul-
santwort h[n], praktisch nicht abgelesen werden. Ebensowenig ist eine Um-
setzung der durch das System erzeugten Faltung y[n] = h[n] * z[n] in eine
Schaltung direkt ablesbar. Diese Aufgaben vereinfachen sich im z-Bereich be-
trachtlich bzw. sind dort erst mdglich.

3.3 Eigenschaften zeitdiskreter LTI-Systeme

3.3.1 Stabilitit
Stabilitidt im Zeitbereich

Ein System wird ,,BIBO-stabil“ (bounded input - bounded output) genannt,
wenn jedes amplitudenbegrenzte Eingangssignal auch ein amplitudenbegrenz-
tes Ausgangssignal liefert. Fiir die Stabilitat eines LTI-Systems gelten folgende
Gesetzmafigkeiten:

Jedes nicht rekursive System ist BIBO-stabil
Rekursive LTI-Systeme sind BIBO-stabil, wenn die Nullstellen \; des cha-
rakteristischen Polynoms der zugehorigen Differenzengleichung der Bedin-
gung |A;| < 1 geniigen.

e Ein dquivalentes Kriterium fiir die Stabilitét leitet sich aus der Impulsant-
wort eines Systems her:

Theorem 3.12 (Stabilitdtskriterium im Zeitbereich). Ein LTI-System
ist dann und nur dann BIBO-stabil, wenn gilt:

o0

STl < o0 (3.88)

k=—o00
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Wir zeigen, dass aus begrenztem input begrenzter output (BIBO) des Sys-
tems dann und nur dann folgt, wenn

> |hfn)| =M < (3.89)

n=—oo

Zunichst beweisen wir die Notwendigkeit. Dazu reicht es, ein Gegenbeispiel
anzugeben. Wir nehmen also fiir folgende beschrinkte Eingangsfolge

x[n] = sign(h[—n]) (3.90)

an, die Ausgangsfolge wire auch dann begrenzt, wenn die BIBO-Bedingung
nicht erfiillt ist. Der Wert der Ausgangsfolge des Systems, speziell bei n = 0,
errechnet sich dann zu

o0 o0

ylo]= Y alklh[-k]= > [a[=Kll= > |h[K] (3.91)

k=—o00 k=—oc0 k=—oc0

und da nach Voraussetzung die BIBO-Bedingung nicht erfiillt ist, gilt
y[0] = o0 (3.92)

Damit ist die Notwendigkeit der BIBO-Bedingung bewiesen.
Wir zeigen nun direkt, dass die BIBO-Bedingung hinreichend ist. Gegeben
sei also eine beschrénkte Eingangsfolge mit

z[n]] < Q (3.93)

Dann gilt

o0

lylll =1 Y alklhln — K]

k=—oc0
oo

< Y lelklhln — k] (3.94)

<Q Y |hn—H|

k=—o0

<QM< o

wobei der letzte Ubergang aus der BIBO-Bedingung folgt. Damit ist die BIBO-
Bedingung auch hinreichend. O

Stabilitidt im z-Bereich

Wir zeigen nun eine zur BIBO-Stabilitat (im Zeitbereich) dquivalente Formu-
lierung fiir die Systemfunktion (im z-Bereich).
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Theorem 3.13 (Stabilitétskriterium im Z-Bereich).
_ Ein LTI-System ist dann und nur dann BIBO-stabil, wenn die Pole seiner
Ubertragungsfunktion im Einheitskreis der z-Ebene liegen.

Wir zeigen diesen Zusammenhang fiir eine Systemfunktion mit einfachen
Polen zj. Nach dem im Abschnitt 3.1.5 hergeleiteten Theorem iiber die Par-
tialbruchzerlegung (Theorem 3.7 auf Seite 54) kann diese dargestellt werden
als

hin] = Cd[n] + u[n] i Agzpp fir z > z (3.95)
Die Ay, ergeben sich dabei aus der Syskt:einfunktion H(z) zu
A= (z— ) 2D (3.96)
In dieser Darstellung lautet die BIBO-Bedingung nun
0 0 K K 0
Y Ihlnll= > (Coln] +uln] Y Apzf| < [C1+ Y [Aul D I2k] (3.97)
n=—oo n=—o0 k=1 k=1 n=0

Damit die am Ende stehende geometrische Reihe konvergiert, muss |z;| < 1
fiir alle k gelten, mithin miissen alle Pole der Systemfunktion im Einheitskreis
liegen. Die Lage der Pole ist somit hinreichend.

Die Notwendigkeit der Lage der Pole zeigt man an einem Gegenbeispiel:
Die Ubertragungsfunktion habe nur einen einzigen einfachen Pol bei z; = 1.
Dann ist das BIBO-Kriterium

0o e} K oo

Skl = Y |Co[n]+uln] Y Arzp| = [CH+A+ ] [Ar] — oo (3.98)
n=-—oo n=-—00 k=1 n=1
verletzt, und somit ist das System nicht BIBO-stabil.

Fiir die Stabilitédt ist die Lage der Nullstellen der Systemfunktion ohne

Bedeutung. O

Die Lage der Pole im Einheitskreis hat eine Korrespondenz zu der bei
der Laplace-Transformation geforderten Stabilitdtseigenschaft, nach der alle
Pole sj, in der linken Halbebene liegen miissen. Die komplexe Frequenzgros-
se s = o + jw im Laplaceraum korrepondiert zum z-Raum via z = e tiv,
Damit ergibt die linke Halbebene ¢ < 0 im Laplaceraum nach Exponentie-
rung das Innere des Einheitskreises im z-Raum, und ein vertikales Linienstiick
{w=wyp ... wp + 27} mit o = const. im Laplaceraum wird in einen Kreisum-
lauf mit Radius e im z-Raum abgebildet. Wir sehen, dass weitere vertikale
Linienstiicke {w = wg + n27...wo + (n + 1)27} mit demselben o = const.
im Laplaceraum fiir ganzzahlige n in denselben Kreisumlauf mit Radius e”
im z-Raum abgebildet werden, die Abbildung s — z ist also nur innerhalb
eines Streifens im Laplaceraum mit der imagindren Ausdehnung 27 umkehr-
bar. Solche Streifen der linke Halbenene im Laplaceraum werden jeweils auf
das Innere des Einheitskreises im z-Raum abgebildet.
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3.3.2 Kausalitét
Kausalitédt in Laurent-Reihen-Darstellung

Wir wissen bereits, dass ein System kausal ist, wenn fiir seine Impulsantwort
gilt
hin]=0 VYn <0 (3.99)

Daraus entnehmen wir eine Darstellung fiir die Kausalitdt im z-Bereich.

Theorem 3.14 (Kausalitdt im Zeitbereich). )
Ein System ist dann und nur dann kausal, wenn die Entwicklung der Uber-
tragungsfunktion in eine Laurentreihe nur aus dem Hauptteil besteht.

Um dies zu zeigen, stellen wir die Ubertragungsfunktion dar als Z-Transfor-
mierte der Impulsantwort und erhalten

H(z)=> h[n]z"" (3.100)

Es ergibt sich also nur der Hauptteil. ad

Beispiel 3.14 — Kausalitit der Ubertragungsfunktion.

Wir betrachten die Ubertragungsfunktion H(z) = z/(z —a). Fiir || <
|a| lautet die Entwicklung dieser Funktion in eine Laurentreihe

== (@) g5 (0 -

Die Laurentreihe enthilt also nur den Regulérteil, das System ist voll-
stdndig akausal. Fiir |z| > |a] gilt:

H(z)= 1_12 Zzo(g)nzzoanz_"

Die Laurentreihe enthilt also nur den Hauptteil, die Koeffizienten sind
h[n] = a™, das System ist kausal. a

Besteht die Laurentreihe der Ubertragungsfunktion aus dem Hauptteil so-
wie einer endlichen Anzahl von Koeffizienten des Regulérteils mit maximaler
Potenz 2™, so ist jede Funktion G(z) = 27"H(z) mit » > m kausal. Im
Zeitbereich entspricht dies einer Verschiebung der Impulsantwort, also einer
zeitlichen Verzégerung um r Schritte.

Beispiel 3.15 — Kausalitiit der verschobenen Ubertragungs-
funktion.

Wir betrachten die Ubertragungsfunktion H(z) = 2™z/z — a. Fiir
|z| < |a| lautet die Entwicklung dieser Funktion in eine Laurentreihe
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m—+1 1 Zm+1

H(Z):_Za 1-z a4 Z(Z)n:_am Z a "2

n=0 n=m-+1

Die Laurentreihe enthilt also unendlich viele Terme des Regulérteils.
Damit kann keine modifizierte kausale Ubertragungsfunktion angege-
ben werden. Fiir |z| > |a| gilt

H(z)=2" _%: mZ( ) =a™ i az"

n=—m

Die Laurentreihe enthélt also nur den Hauptteil, sowie endlich (m) vie-
le Koeffizienten des Regulérteils. Offensichtlich sind alle modifizierten
Funktionen G(z) = z7"H(z) mit r > m kausal, denn

n=0

w e

d.h. die modifizierte Ubertragungsfunktion G(z) hat nur einen Haupt-
teil. O

Kausalitit in Pol-Nullstellen-Darstellung

Vor dem Hintergrund der Kausalitit in Laurentreihen-Darstellung konnen wir
nun die Ubertragungsfunktion in Pol-Nullstellen-Form untersuchen. Sie lautet:

12, (= — 209)
C—
ngl(z — Zoon)

Multipliziert man die Terme im Zahler und Nenner aus und untersucht man
das Ergebnis dahingehend, ob nur der Hauptteil resultiert, so gilt folgendes:
Der Term mit der hochsten Potenz im Zahler, 29, muf mindestens von einem
Term derselben Potenz im Nenner dividiert werden. Damit muf$ offensichtlich
fiir Kausalitét gelten N > Q. Kausale Systeme haben also mindestens soviele
Polstellen wie Nullstellen.

Der kausale Bereich in der z-Ebene ergibt sich dann durch Entwicklung
aller Teil-Ubertragungsfunktionen H,, fiir die Polstellen a in geometrische Rei-
hen. Es gilt fiir je ein H, und |z| > |a|:

Ha(z):zia:% =—Z< ) Za" - (3.102)

und damit fiir |z| > max, |zeo,, |

Q Z — 20 Q N oo
H(z) = CM =C || (z—20q) H ( ! Z z’o“onzk>
Hn:l(z - Zoon) q=1 n=1 Foon k=1
(3.103)

H(z) = (3.101)
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Wir multiplizieren alle Terme in dem @-Produkt mit 1/z und alle Terme in
dem N-Produkt mit z, was im ganzen einen weiteren Faktor z¢~% ergibt:

Q N oo
H(z) = C:%"V ] (1 - Z%) I1 ( zl;onzk> (3.104)
q=1

n=1 \k=0

Wie man sieht, enthalten fiir N>@Q die 4 Faktoren des Produkts keine Terme
mit positiven Potenzen von z. Wir betrachten die Ordnung der Terme:

C = 0rd(2°), 297N = 0rd(297N) < Ord(2?),

P (3.105)

Die Ubertragungsfunktion enthilt also ausschlieRlich den Hauptteil und ist
damit kausal. Wir fassen noch einmal zusammen:

Theorem 3.15 (Kausalitdt in Pol-Nullstellen-Darstellung).

Eine Ubertragungsfunktion in Pol-Nullstellendarstellung ist kausal fiir
|z| > maxy, |200, |, und wenn sie mindestens soviele Polstellen wie Nullstellen
enthdlt. Sie kann dann geschrieben werden als

_ Hqul(Z—ZOq) . -N < Z0q = E -k
iy o LmE=) ol T (St -
anl(z_zoon) q=1 ? n=1 \k=0
(3.106)

woraus sich nach Ausmultiplizieren und Identifikation der Koeffizienten mit
hin] die Darstellung im Zeitbereich ergibt.

Einen Fall, in dem eine verletzte Kausalitdt schon durch einen Pol mit
|2| < |#00, | Verursacht ist, finden Sie in Ubung 3.13. Insbesondere gilt dann
auch, dass in diesem z-Bereich jede verschobene Ubertragungsfunktion (siehe
obiges Beispiel 3.15) ebenfalls nicht kausal sein kann.

3.3.3 Allpasse
Allpass-Eigenschaft in Pol-Nullstellen-Form

Ein Allpass ist ein System, bei dem der Betrag der Systemfunktion fiir alle
Frequenzen konstant ist, also

|H[z = /]| = const(w) (3.107)

Wir wollen nun untersuchen, welche Auswirkungen diese verlangte Eigenschaft
auf Pole und Nullstellen hat. Betrachten wir die typischerweise auftretende
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rationale Systemfunktion, so lasst sich diese darstellen als Quotient eines Zah-
lerpolynoms Q[z] und Nennerpolynoms N[z] mittels

H(z) = ]C\Qf((‘?) (3.108)

Betrachten wir diese Darstellung in faktorisierter Form an den Stellen z =
e/*t, 5o ergibt sich

TS, (= — z0q)

H(z)=C fiir z = e7** (3.109)
ngl(z — Zoon)
Soll die Allpass-Bedingung gelten, so mufs
ClR(E™)| = IN(e™")| Vw (3.110)

gelten. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn Zahler- und Nennerpolynom
konjugiert komplex zueinander sind, also

CQ(e7v) = N*(eIvh) (3.111)

Es kann gezeigt werden, dass dieser Zusammenhang sowie die (uninter-
essante, weil H = C) Identitit CQ = N in der Tat die einzig moglichen
Darstellungen zur Erfiillung der Allpass-Bedingung sind. Wir zeigen dies im
Anschluss an diesen Abschnitt. Damit sind alle folgenden Sétze sowohl not-
wendig wie auch hinreichend (,genau dann, wenn®). Bei konjugierter Kom-
plexheit gilt:

H(z)=C ,
[T (e = 209)
o 12 (et 1) (3.112)
—Jjwt % q=1 qu
=C (—6 J Oq) Q wt
q=1 Hq:l(e] - ZOq)
und damit gilt fiir den Betrag:
[T (e = o)
2)| =C] H|20q\| SN “| (3.113)

q e]wt - ZOQ)

Fiir die Frequenzbetrachtung ist nur der Quotient entscheidend. Durch Ver-
gleich mit der oben angegebenen allgemeinen Darstellung fiir die Systemfunk-
tion folgt:

Theorem 3.16 (Allpass-Eigenschaft fiir Ubertragungsfunktionen in
Pol-Nullstellen-Formulierung).

Ein System mit rationaler Systemfunktion hat genau dann Allpass-Eigen-
schaften, wenn Zdhler- und Nennerpolynom gleichen Grad Q haben und bis
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auf eine Konstante konjugiert komplex zueinander sind, womit Pole und Null-
stellen paarweise am Einheitskreis gespiegelt sein missen:
1

*
ZOq

=Zoog Vg=1...0Q (3.114)

Fiir stabile Systeme liegen alle Pole innerhalb des Finheitskreises. Sind die-
se Systeme auch allphasig, bedeutet dies, dass alle Nullstellen auferhalb des
Einheitskreises liegen.

Allpass-Eigenschaft in Polynom-Form

Eine andere (algebraische) Formulierung ergibt sich wie folgt. Wir betrachten
eine Systemfunktion in Polynom-Form. Diese lésst sich wie folgt darstellen:
a 6]qu
H(z)= E— (3.115)
Z b eijn
Jetzt betrachten wir den Allpass. Nach dem o.a. Satz iiber die Allpass-
Eigenschaft haben Zihler- und Nennerpolynom den gleichen Grad und sind
konjugiert komplex zueinander, somit kann diese Systemfunktion auch aus-
multipliziert werden und lautet dann

Q *— T
Zq 1bq jwTq

H(z)= ZQ booTT (3.116)
Dies lafst sich umformen zu
H(z) = Ce—ivTQ ZZ bzz ;i::q (3.117)
und damit gilt fiir den Betrag;:
) = o Zem e G119

| e bgedv |

Daraus kann nach Vergleich mit der oben angegebenen allgemeinen Formu-
lierung fiir die Systemfunktion sofort eine Koeffizientenbedingung fiir die All-
phasigkeit bei Darstellung der Systemfunktion in ausmultiplizierter Form an-
gegeben werden. Diese lautet:

Theorem 3.17 (Allpasseigenschaft fiir Ubertragungsfunktionen in
Polynom-Form).

Ein System mit rationaler Systemfunktion hat genau dann Allpass-Eigen-
schaften, wenn Zdhler- und Nennerpolynom gleichen Grad @ haben und wenn
fiir die Koeffizienten gilt:

=b5_, Yg=1...Q (3.119)

Beachten Sie, dass man an dieser Formulierung nicht sehen kann, ob der All-
pass auch stabil ist.
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Mbégliche Darstellungen zur Erfiillung der Allpass-Bedingung

Oben wurde gezeigt, dass fiir die Giiltigkeit der Allpass-Bedingung gelten
muss:

ClRE™)] = IN(e™)]  Vw

Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn Z&hler- und Nennerpolynom kon-
jugiert komplex zueinander sind, also
CQ(ejwt) — N*(eth)

Wir wollen nun zeigen, dass dieser Zusammenhang sowie die (uninteressante,
weil H = C) Identitdt CQ = N in der Tat die einzig mdglichen Darstellungen
zur Erfiillung der Allpass-Bedingung sind. Damit gilt der Satz iiber Allpasse
in Eineindeutigkeit, also ,,genau dann, wenn“.

Zunichst zeigen wir die Eineindeutigkeit algebraisch, dann geben wir dafiir
eine anschauliche Erkléarung. Wir betrachten ein Pol-Nullstellen-Paar in H(z),

(ejwt_zoq)

(e7™t—2zooq)

. Fiir den Betrag muss gelten

ejQ — 20q .
—5———| = const({2) mit 2 = wt (3.120)
€7 — Zoog

Wir multiplizieren das Betragsquadrat aus und erhalten

1?2 — 20 | 1+ |z94/* — 2 cos NRezp, — 2sin 2Imzy,
elf? 1+ [200g]? — 2008 QRe200q — 28in 2Imzeg, (3.121)

= k = const({2)

— Zoog

Dies schreiben wir um zu

= (1 |z0g*) + A(L+ |z0cq )
= 2cos 2(kRezoog — Rezog) + 2sin 2(kImzoq — Imzgg)  (3.122)

Damit das fiir alle (2 gilt, miissen die beiden Klammern auf der rech-
ten Seite verschwinden. Dies ist die einzige Moglichkeit, Gleichungen vom
Typ a+ bcos {2 = csin §2 fiir alle 2 zu erfiillen. Man sieht das, indem man
cos2=z und damit sin®2=1—22 setzt, was nach Quadrieren
a? + 2abz + b?2% = 2(1 — 2)? bazw. a® — c? + 2abz + (b? + ¢?)x? =0 liefert.
Diese algebraische Gleichung ist fiir alle z nur koeflizientenweise erfiillbar,
was nur fiir ¢ = b = ¢ = 0 moglich ist. Wir erhalten also

J— Rezo,  Tmzg,

= = 3.123
Rezooq Imzog ( )

also
Rezo;,  Rezoog

= 3.124
Imzo, Imzeoq ( )
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also
DPog = Pooq (3.125)

Pole und Nullstellen haben also dieselbe Phase. Mit dem Ergebnis fiir k£ folgt

weiter
Re 20q

(1 + |200]%) = Rormr (1 + |200g]?) (3.126)
bzw.
Rezoyq _ Rezooq (3.127)
1+ |204|? 1+ 200g/?
Da Pole und Nullstellen dieselbe Phase haben, folgt daraus auch
LT (3.128)

1"|‘|Z0q|2 1"|‘|Zooq|2

Dies ist eine quadratische Gleichung in den Nullstellen, wenn der Pol festliegt
(und umgekehrt). Sei also z.B. zy, gegeben, so ist die linke Seite der Gleichung
fest und werde gleich —1/C = —1/C(z¢4) gesetzt. Dann folgt aus der rechten
Seite

1+ Cl2o0g| + |200g/? =0 (3.129)

Diese quadratische Gleichung fiir den Betrag der Polstelle hat nur 2 Lésungen
(fiir eine festgehaltene Nullstelle). Da wir fiir jede Nullstelle z, diese Losungen
fiir die Pole bereits mit

1
234
und
Rooqg = R0q (3.131)

angegeben hatten, gibt es keine weiteren Losungen. Dass diese Pole die Gl.
(3.129) auch wirklich ldsen, wird in Ubung 3.16 gezeigt. Der Satz iiber Allpésse
ist somit eineindeutig. O

Wir kdnnen jetzt eine anschauliche geometrische Begriindung geben, wel-
che Auswirkungen die Bedingungen des Theorems 3.16 fiir Pol-Nullstellen-
paare in der z-Ebene hat. Dazu setzen wir die algebraische Losung in ein
Pol-Nullstellen-Paar ein und formen um:

(ejwt _ ZOy) ot (1 . e;:’ )
P N L e T 3.132
(eJU’t — %) Oy (1 _ ezg ) ( )
Y Y
Fiir den Betrag gilt dann:
. ej'wt
(ejwt — Z0y) (1- Z)
e o)~ Izoﬂlﬁ\ (3.133)

20y 20y



3.3 Eigenschaften zeitdiskreter LTI-Systeme 7

Der erste Term auf der rechten Seite ist konstant bzgl. w, der zweite stellt
gerade den Betrag eines Bruches dar, dessen Nenner das konjugiert komplexe
des Zahlers ist. Zahler und Nenner haben also gleichen Betrag und laufen ge-
genphasig, damit sind fiir alle w die Betrdge gleich. Man iiberlegt sich, dass
diese beiden Bedingungen: gleicher Betrag und gegenldufige Phase bei gleicher
Winkelgeschwindigkeit w und gleicher Anfangsphase, die einzige Moglichkeit
darstellen, fiir alle w den Betrag des Bruches konstant zu halten. Z.B. zeich-
ne man sich die Situation in der z-Ebene auf. Der Beweis folgt dann durch
Gegenbeispiel: Ist eine dieser Bedingungen verletzt, so 1dsst sich immer ein
bestimmtes w finden, bei dem sich der Betrag des Bruches dndert.

3.3.4 Minimalphasigkeit

Wir wenden uns nun der Frage der Minimalphasigkeit zu. Dazu suchen wir
Systeme, deren Phasendrehung (bei gleichem H(z)) minimal ist. Die Frage
lautet, welche Eigenschaften die Systemfunktion solcher Systeme haben muss.

Wir betrachten eine stabile Systemfunktion H(z) mit Nullstellen sowohl
innerhalb (zo,) wie auch ausserhalb (zo,) des Einheitskreises. Diese stellen
wir wie folgt dar:

11 (2 — 200) [T,y (2 — 20y)

H(z)=C 3.134
) Hg:l(z — Zoon) ( )
Erweitern liefert:
Tl (=2 T (U= 1/(55,2) T (= = 20y)
=XtV N 2 2y Y y 3.135
[, (- =) Mo eo2) o

Der erste Bruch enthilt nun nur Nullstellen innerhalb des Einheitskreises.
Der zweite Bruch ist ein stabiler Allpass. Die Phasendrehung eines Pol-
Nullstellenpaares des Allpasses kann abgelesen werden aus:

A ej'wt
(e{wt —20y) _ U (1- ny)
(ejwt _ %) Yy (1 _ e Jwt)
zOy z:)(y
(o e (3.136)
—Jwt 20y
— _Zoye Jw W
(1=

Der letzte Bruch in (3.135) liefert wegen |zp,| > 1 nur eine begrenzte
Phasendrehung von maximalem Betrag

Jwt
2¢(1 — e—) = 2arctan 120y |

< m [flr |zoy| =1 3.137
Zoy |20y‘2_1 [ | Oy‘ } ( )
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Die Phase des Allpasses dreht also im wesentlichen mit wt und wéchst damit
von 0 bis 27, ist also nicht beschrinkt und damit nicht minimalphasig.

Der erste Bruch in (3.135) hat nur Nullstellen und Pole innerhalb des
Einheitskreises. Seine Phasendrehung ist begrenzt, da die Drehungen durch
Pole und Nullstellen sich aufheben kénnen, und da in jedem Fall ebenso wie
in dem eben behandelten letzten Bruch der Gleichung die Phasendrehung
begrenzt ist, und zwar pro Nullstelle und Pol durch

P(1 — e Iwt = arcta 7‘2()” <ZI
(1—e 20s) = ar o 0 5

[ fir |zoy| = 1] (3.138)
mithin fiir die ganzen ersten Bruch von H(z) durch M < (X +Y + N)n/2. M
sollte mit Hilfe der Pole und Nullstellen so gewahlt werden, dass tatsdchlich
eine Beschrinkung der Phasendrehung erreicht wird. Essentiell ist, dass diese
Beschrankung mdéglich ist, wihrend sie fiir einen Allpass-Term nicht mdglich
ist.

Zusammengefasst ergibt sich, dass minimalphasige Systeme keine Allpass-
faktoren enthalten diirfen, denn diese fithren zu unbegrenzter Phasendrehung.
Nach der o.a. Herleitung ergibt sich:

Theorem 3.18 (Minimalphasigkeit).
Ein stabiles minimalphasiges System hat nur Pole und Nullstellen inner-
halb des Einheitskreises.

In Umkehrung dieses Satzes werden nichtminimalphasige Systeme auch als
allpasshaltige Systeme bezeichnet.

Minimalphasigkeit bei Systemen mit reellen Multiplizierern

Wir betrachten jetzt diskrete Systeme, wie wir sie oben in Blockschaltbil-
dern schon gesehen haben. Treten in diesen Systemen nur reelle Multiplizierer
auf, so hat die Ubertragungsfunktion in Polynomen-Darstellung nur reelle
Koeffizienten. Daraus folgt, dass die Ubertragungsfunktion in Pol-Nullstellen-
Darstellung nur relle Nullstellen und Pole, oder konjugiert komplexe Pol-Paare
bzw. Nullstellen-Paare haben kann. Dies sieht man leicht aus der Polynomen-
Darstellung: o

—q
Zﬁ& (3.139)
Yo bz

Betrachten wir speziell reellwertige z = x, so ist H(z = ) bei reellwerti-
gen Koeflizienten a4, b, eine reelle Funktion. Damit das auch fiir die Pol-
Nullstellen-Darstellung gilt, miissen wir haben

19, (2 — 20q)

Hg:1 (T — Zoon)

H(z)=C

H(z=2z)=C = reell (3.140)
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Im{z} Im{z}
1 A I 1 A I
i i o
0t- - 0+- -
-1; X -1;_\ X
)"'l ' 0’ ' 1’ Re{z} -1 0 1I Re{z}
[HI IHI

f [Hz]
¢ [°]

360

0

-360
f[Hz] O 1 f [Hz]

7(f) [ms]

0 1 f[Hz] O 1 f[Hz]

Abbildung 3.6. Links: Minimalphasiges System. Rechts: Allpasshaltiges System
nach Spiegelung der Nullstellen. Bild nach (von Griinigen, 2001).

Dies geht nur, wenn Pole und Nullstellen reell sind, oder wenn sie in konjugiert
komplexen Paaren auftreten, da dann fiir ein solches Paar (hier am Beispiel
einer Nullstelle)

(x — z04)(z — 25,) = (z — Rezoq — jImzo,)( — Rezoq + jImzog)

3.141
= (z— Rezoq)2 + (Imzoq)2 =rell ( )
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Wir betrachten jetzt ein Beispiel fiir ein solches System, wobei wir den
Frequenzgang untersuchen. Dies ist die Ubertragungsfunktion an der Stelle
z = elvt,

Beispiel 3.16 — Nicht-Minimalphasigkeit durch Spiegelung der
Nullstellen.

Das System in Abb. 3.6 mit Polen und Nullstellen im Einheitskreis ist
minimalphasig. Nach Spiegelung, d.h. Betragsinvertierung und Konju-
gation, der Nullstellen am Einheitskreis entsteht daraus ein allpasshal-
tiges System mit -bis auf einen konstanten Faktor- gleichem Betrag
der Ubertragungsfunktion, aber nichtminimalphasigem Phasengang,
der in der Tat von 0 bis 27 dreht.

In der Ubung 3.15 wird dieses Verhalten explizit berechnet. O

Fiir Systeme mit reellen Multiplizierern haben wir also gesehen, dass Mini-
malphasigkeit erreicht werden kann, wenn eventuell ausserhalb des Einheits-
kreises vorhandene Nullstellenpaare am Einheitskreis gespiegelt werden. Der
Betrag des Frequenzganges bleibt dabei bis auf einen Faktor |zg|? fiir jedes
gespiegelte Nullstellenpaar unverdndert.

Ubungen
Ubung 3.1 - Systemeigenschaften.
Sind folgende Systeme LTI-Systeme?

y(t) = =(t) + 0
y(t) = =(t) m(t)

Ubung 3.2 — Diskrete Faltung.

e Berechnen und skizzieren Sie die lineare Faltung fiir
Jj[?’l] = {"'7Oa277;_5,374,07...}

und
hin]={...,0,2,-5,4,1,0,...}

e Nehmen Sie an, die Signale fiir n = 0,1, 2, 3 wiirden periodisch fortgefiihrt.
Berechnen Sie die periodische Faltung.
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Ubung 3.3 — Z-Transformation und ROC.

Berechnen Sie die z-Transformation Z{z[n]} = X(2) = > .,°___xnz " der
Signale

o 2] = a®n>0
~ 10 sonst

—a"n< -1

« 2= {0 sonst
Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Ubung 3.4 — Z-Transformation und Faltungssatz.
Zeigen Sie, daf fiir die z-Transformation

Z{x[n]} = X(2) = 202 o wnz ™"

e der Faltungssatz Z{z(n)x h(n)} = X(z) - H(z),

¢ und fiir die Ableitung der z-Transformierten —zdgiz) =Z{n- f[n]} gilt.

Ubung 3.5 — Kausalitét, Z-Transformation, Pol-Nullstellen.
1/40<n <5
0 sonst

Bestimmen Sie die z-Transformierte X (z) des Signals. Wie lauten die Pol- und
Nullstellen von X (z)?

Gegeben sei das Signal z[n] = { . Ist das Signal kausal?

Ubung 3.6 — Partialbruchzerlegung, inverse Z-Transformation.

Fiihren Sie die Partialbruchzerlegung von F(z) = 52551y durch! Bestim-
men Sie damit und mit Hilfe der Relation
X(z) = ﬁ, 2] > |20] <& z[n] = ulpn — 1)z0" die inverse z-

Transformierte von F(z).

Ubung 3.7 — Inverse Z-Transformation, Residuensatz.

Berechnen Sie die inverse z-Transformierte der Funktion

a) Benutzen Sie den Residuensatz!
Filhren Sie auferdem fiir den Fall n < 4 die Inversion im
1/2z-Bereich (mit Residuensatz) durch!
b) Benutzen Sie Eigenschaften der z-Transformation und die Relation X (z) =
|z > £ & x[n] = aun — 1)zt

(z—z(x,) ’ oo

(u[n] ist die Sprungfolge).

Ubung 3.8 — Partialbruchzerlegung bei mehrfacher Polstelle.

Berechnen Sie die inverse z-Transformierte der Funktion

F(z) = m. Benutzen Sie Partialbruchzerlegung und die Beziehung

X(2)=—2— & zn=un-k) (Zj) 2k |z| > |zo0]-

(z—z0)*



82 3 Zeitdiskrete LTI-Systeme

Ubung 3.9 — Ubergang Differentialgleichung zu Differenzengleich-
ung.

Im Bereich der zeitkontinuierlichen Systeme sind die Differentialgleichungen
(DGL) eine verbreitete Form, Systemverhalten mathematisch zu erfassen. In
welcher Hinsicht stellen Differenzengleichungen ein vergleichbares Aquivalent
zu den DGLs dar? Betrachten Sie den Ubergang vom Differentialquotienten
zum Differenzenquotienten. Diskutieren Sie Parallelen und Unterschiede.

Ubung 3.10 — Pol-Nullstellen, Differenzengleichung.

Das PN-Schema der Ubertragungsfunktion zeigt eine Nullstelle bei z = 0 und
Polstellen bei z = 3/4 £+ j/2.

Berechnen Sie H(z)!

Geben Sie die Differenzengleichung fiir das System und eine Realisierungs-
schaltung an!

Ubung 3.11 — Stabilitit.

Ist das System mit der Diff-Gl. y[n] = ay[n — 1] + 26[n] stabil? Uberlegen Sie
sich die Losung sowohl im Zeit- als auch im Z-Bereich.

Ubung 3.12 — Kausalitit.
Gegeben ist die Ubertragungsfunktion

1

= oe9

Untersuchen Sie durch Entwicklung in eine Laurentreihe fiir die beiden Berei-
che 1 < |z] < 3 und fiir |z| > 3 ob das System kausal ist!

Untersuchen Sie die Stabilitét durch Betrachtung der PN-Darstellung des Sys-
tems.

Ubung 3.13 — Verletzung der Kausalitit in Pol-Nullstellen-Darstel-
lung.

Zeigen Sie, dass der Satz liber die Kausalitédt in Pol-Nullstellen-Darstellung
(Theorem 3.15 auf Seite 72) schon dann verletzt ist, wenn nur fiir eine (!)
Polstelle p gilt

2] <200, |

Dazu entwickeln Sie die Teiliibertragungsfunktion H, fiir a = z., in ihre
entsprechende geometrische Reihe und zeigen, dass dann auf keinen Fall (fiir
beliebige Wahl von N und Q) die Gesamtiibertragungsfunktion nur aus dem
Hauptteil bestehen kann.

Insbesondere gilt dann auch, dass jede verschobene Ubertragungsfunkti-
on (siehe Beispiel 3.15 auf Seite 70) ebenfalls nicht kausal sein kann. Die
Verschiebung der Ubertragungsfunktion um m Zeitschritte entsteht ja durch
Multiplizieren von m weiteren Nullstellentermen (z — zo4) mit zoq = 0, ist also
in Threr obigen Uberlegung bereits enthalten.



3.3 Eigenschaften zeitdiskreter LTI-Systeme 83

Ubung 3.14 — Allpass.

Die Ubertragungsfunktion H(z) eines Systems habe genau zwei Polstellen bei
Zool = 1/2 und bei 22 = 1+ 5. Wihlen Sie die Nullstellen so, daf das System
einen Allpass darstellt. Berechnen Sie dann dieses H(z), und iiberpriifen Sie
die Allpass-Relationen der Koeffizienten der Zihler- und Nennerpolynome.

Ubung 3.15 — Rechnung fiir Nichtminimalphasigkeit durch Spiege-
lung der Nullstellen.

Zeigen Sie durch Rechnung fiir das (konjugiert komplexe!) Nullstellenpaar
(20, z0%), dass in dem Beispiel 3.16 auf Seite 80 tatsichlich der Betrag des
Frequenzganges bis auf einen konstanten Faktor |z|? gleichbleibt, aber die
Ubertragungsfunktion einen nichtminimalphasigen Phasengang aufweist, der
in der Tat von 0 bis 27 dreht. Betrachten Sie dazu die Ubertragungsfunktion
eines Nullstellenpaares bei z = e7*¢,

Ubung 3.16 — Eineindeutigkeit der Allpassbedingung.

Uberzeugen Sie sich, dass die in Abschnitt 3.3.3 auf Seite 75 hergeleiteten
Bedingungen
|204] _ |2o04]
1420412 14 |Zoogl?

und
Dog = Pooq

fiir den Zusammenhang zwischen Polen und Nullstellen der Ubertragungs-
funktion eines Allpasses tatséchlich von

ZOO(I = *
Og

und
Zooq = Zoq

erfiillt werden.

Ubung 3.17 — Impulsantwort.

Die Sprungantwort eines zeitdiskreten Systems lautet

a[n] = u[n](4 — 0.25m).

Berechnen Sie die Impulsantwort des Systemes im Zeitbereich (d.h. direkt und
ohne z-Transformation).
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Signalverarbeitung mit zeitdiskreten Systemen

Im Bereich der Signalverarbeitung spielen analoge Systeme, wie wir sie im
Kapitel 2 beschrieben haben, nach wie vor eine grofe Rolle. Immer héufiger
werden jedoch zeitdiskrete Systeme (in Form von digitalen Systemen) verwen-
det, da diese gegeniiber den analogen Schaltungen eine Reihe von Vorteilen
aufweisen: sie sind genauer, liefern storunempfindliche und reproduzierbare
Ergebnisse, lassen sich leichter entwickeln und werden bereits seit lingerem
von einer immensen Menge an Theorie, Bauelementen und Entwicklungssys-
temen begleitet. Dabei ist die digitale oder zumindest die zeitdiskrete Vari-
ante der Signalverarbeitung alles andere als naheliegend. Dem entsprechend
ist diese Technik relativ ,neu im Vergleich zur gesamten Entwicklung der
technischen Signalverarbeitung.

Das Einsatzgebiet von Signalverarbeitungssystemen ist jedoch nach wie
vor analog geblieben, da unsere Umwelt hauptsichlich aus kontinuierlichen
analogen Signalen besteht. Wie kann jedoch ein digitales System die selben
Aufgaben erfiillen, wie beispielsweise ein aktiver analoger Filter? Ermoglicht
wurde dies dadurch, dass folgende Problemstellungen gel6st wurden:

¢ Ein analoges Signal kann ohne Verlust relevanter Information in ein digi-
tales Signal umgewandelt werden.

¢ Das digitale Signal kann so verarbeitet werden, dass eine beliebige Uber-
tragungsfunktion des Gesamtsystems entsteht.

¢ Aus jedem digitalen Signal kann wieder ein analoges Signal erzeugt werden.

In dieser Reihenfolge wollen wir auch die zeitdiskrete Verarbeitung von
analogen Signalen erldutern. Unser Ausgangspunkt sei also ein kontinuierli-
ches analoges Signal, das zur Verarbeitung mit einem zeitdiskreten System
abgetastet, quantisiert und codiert wird. Anstelle von analogen Signalen wer-
den nunmehr diskrete Zahlenfolgen verarbeitet, die bereits im ersten Kapitel
dieses Buches erwdhnt wurden. Wir werden sehen, dass auch im zeitdiskreten
Bereich eine Signalverarbeitung moglich ist, die zu einer beliebigen Ubertra-
gungsfunktion des Gesamtsystems fiihrt. Anschliefsend wird die verarbeitete
Zahlenfolge wieder in ein analoges Signal umgewandelt — ein Schritt, den wir
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,Rekonstruktion“ nennen. Damit ist das System komplett, um analoge Signale
in beliebiger Weise zu verarbeiten.

Nicht jedes zeitdiskrete System benotigt all diese Komponenten, denn in
manchen Féllen sind analoge Eingangssignale nicht nétig bzw. auch die Aus-
gabe analoger Signale ist nicht immer erforderlich. Trotzdem wird in diesem
Kapitel exemplarisch der gesamte Signalpfad Schritt fiir Schritt durchlaufen,
so dass der Leser eine systematische Orientierung erhilt. Wir werden auf
die mathematischen Beschreibungsmdglichkeiten der Einzelkomponenten ein-
gehen, Fehlerbetrachtungen anstellen und einen Uberblick iiber verschiedene
Varianten geben, die in der heutigen Digitaltechnik von Bedeutung sind.

4.1 Grundlegende Begriffe und Zielstellungen

Zeitdiskrete Signale und Systeme sind ein rein theoretisches Konstrukt. Na-
tiirlich arbeiten auch zeitdiskrete Systeme mit kontinuierlichen Signalen auf
kontinuierlichen Signaltrigern wie beispielsweise Spannungen oder Stromen.

Der Unterschied besteht allein in der Interpretation dieser Signale. Wah-
rend der Informationsgehalt eines analogen Signals innerhalb eines endli-
chen Zeitausschnittes theoretisch unendlich grofs ist, wird ein diskretes Signal
kiinstlich quantisiert, und zwar

1. durch diskrete zeitliche Schritte (,Abtastung®) und
2. durch diskrete Amplitudenschritte (,Quantisierung®)

x(t) (a) x[n] (b)
Xinax1--72 > y I Xax f--0---0---0-=0---0---0-~
{ © o o o o o
o e o o o
)
/gf/ f ® o o °
7 7 ° o e e
7 7 A o @ o o o
7 7
x 1 © o o e oo
e e mnt--0---0--0---0---0---0--—
S, -
) T
t r n

Abbildung 4.1. (a) Arbeitsbereich eines analogen Systems (schraffiert) und
Beispiel-Signal (b) Arbeitsbereich eines diskreten Systems (Kreise) mit Beispiel-
Signal (ausgefiillte Kreise)

Abbildung 4.1 soll dies verdeutlichen. Ein analoges Signal kann zu jedem
Zeitpunkt ¢ innerhalb der Grenzen z,,;, und x,,., jeden beliebigen Wert ein-
nehmen. Bei einem analogen Signaltriger, der ein zeitdiskretes Signal iiber-
tragt, ist dies natiirlich genauso. Jedoch wird dieser Signaltriger im Bereich
zeitdiskreter Signale dahingehend interpretiert, dass er innerhalb eines Abtast-
intervalls T" jeweils nur genau einen Wert liefert. Dieser Wert ist aufferdem —im
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Gegensatz zu analogen Signalen — beschrankt auf einen abzdhlbaren und end-
lichen Wertebereich. Weit verbreitet sind beispielsweise die sog. Binér-Signale,
deren Wertebereich auf zwei mogliche Werte beschréinkt ist.

Wichtig fiir das weitere Verstandnis ist die begriffliche Unterscheidung der
zeitlichen Quantisierung und der Amplitudenquantisierung. Halten wir also
zundchst noch einmal fest:

ein kontinuierliches  Analogsignal
I
wird durch Abtastung Quantisierung
l (bspw. in zwei Stufen)
umgewandelt in ein (zeit)diskretes Binarsignal

Ein (zeit)diskretes Signal ist also ein zeitlich quantisiertes (abgetastetes)
Signal, wihrend das Besondere an einem Bindr-Signal dessen Amplituden-
quantisierung (in diesem Falle mit zwei Quantisierungsstufen) ist. Die Vorteile
dieser Quantisierungen sind die verbesserte Storsicherheit sowie eine verein-
fachte Signalverarbeitung.

U, (a)
5
1
0
0 2 4 6 tf, 0 2 4 g T

Abbildung 4.2. (a) Binirsignal ,010110“ (b) Uberlagerung mit Rauschen

Verbesserte Storsicherheit

In technischen Systemen sind Rauschprozesse allgegenwértig. Problematisch
wird dies, wenn Information mdglichst unverfilscht iiber rdumliche oder zeit-
liche Distanzen iibertragen werden soll. Bei analoger Signalverarbeitung iiber-
lagert sich in jeder Systemkomponente die Nutzinformation mit unvermeid-
lichem Rauschen, was durch erhéhten technischen Aufwand begrenzt, jedoch
nie ganz verhindert werden kann.

Handelt es sich hingegen um Zeit- und amplitudenquantisierten Signale,
sind Rauscheinfliisse weniger stérend. Am Beispiel von zeitdiskreten Binér-
Signalen soll dies kurz veranschaulicht werden. Bindire Signale liefern pro
Zeittakt genau einen von zwei moglichen Werten, die wir hier mit ,,0“ bzw.
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»1“ bezeichnen wollen. Eine ,0“ soll durch eine Spannung von 0V und eine
»1“ durch eine Spannung von 5V reprisentiert werden. Abb. 4.2 zeigt, wie
ein solches Signal zwar durch Rauschen beeinflusst wird, dies jedoch keinerlei
Einfluff auf den Informationsgehalt des Signals hat, wenn man lediglich be-
trachtet, ob der Spannungswert im Intervall oberhalb bzw. unterhalb einer
Schwelle (hier 2,5V) bleibt.

Vereinfachte Signalverarbeitung

Um analoge Signale auf arithmetische Weise zu verarbeiten, kénnen Ope-
rationsverstarker-Schaltungen verwendet werden. Damit kénnen Stréme oder
Spannungen beispielsweise addiert, subtrahiert, multipliziert oder integriert
werden. Der Aufwand, den ein solches analoges Rechenwerk erfordert, ist al-
lerdings trotz fortschreitender Integrationsdichte enorm, denn jeder einzel-
ne Operationsverstirker erfordert eine grofiere Zahl von Transistoren. Zu-
sitzliche Probleme bereitet obendrein die Verlustleistung grofer Transistor-
Anordnungen, das eben bereits erwdhnte Rauschen in solchen Schaltungen
und die Frage, wie beispielsweise Werte iiber ldngere Zeit gespeichert werden
kénnen.

Nun muss jedoch nicht unbedingt die Spannung oder die Stromstéarke di-
rekt verwendet werden, um einen arithmetischen Wert zu codieren. Dies ent-
spriache dem Versuch, Zahlen durch Striche unterschiedlicher Linge zu no-
tieren. Wie aus der Geometrie bekannt, kénnen damit auch arithmetische
Berechnungen angestellt werden, jedoch sind die Grenzen gegeniiber unserer
heutigen Zahlendarstellung anhand der zehn verschiedenen Ziffernsymbole of-
fensichtlich. In &hnlicher Weise konnen Zahlen auch dergestalt durch einen
Signaltrager codiert werden, dass sich arithmetische Operationen auf einfache
Weise mit technischen Systemen erledigen lassen.

Die wesentliche Idee fiir die heutige Digitaltechnik erkannte bereits im
Jahre 1605 — sicher nicht als erster — der damals 17-jdhrige Sir Francis Bacon
(Bacon, 1605, 1640) mit seinem Code ,omnia per omnia“. Zwar ging es ihm
zundchst um Steganographie, also das Verbergen von geheimer Information
in Texten, aber das damals verwendete Prinzip ist mit dem heutigen iden-
tisch: in einem Code, der aus einer Sequenz von zwei verschiedenen Symbolen
besteht, kann beliebige Information gespeichert werden. Diese zwei Symbole
lassen sich verhaltnismafig leicht mit allen Signaltragern codieren, beispiels-
weise durch positive und negative elektrische Spannung, durch T6ne mit zwei
unterschiedlichen Tonhdhen oder durch schwarzen und weifsen Rauch.

Es konnten auch drei oder zehn Zusténde sein, jedoch ist die Verwendung
dieses bindren Zustandsraumes die einfachste Variante, da beide Zustéinde le-
diglich durch eine einzige Entscheidungsschwelle voneinander getrennt werden
kénnen. Wie in Abb. 4.2 bereits deutlich wurde, l4sst sich damit aufierdem eine
hohe Storsicherheit gegen Rauscheinfliisse erreichen. Der Inhalt einer beliebi-
gen Information kann nun auf unterschiedliche Weise durch eine (zeitliche oder
raumliche) Sequenz mehrerer dieser Bindrsymbole codiert werden. Im Kapitel
4.3 werden wir auf {ibliche bindre Codierungsverfahren genauer eingehen.
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4.2 Abtastung

Diskrete Signale sind dadurch gekennzeichnet, dass sie uns in einem bestimm-
ten Raster, dem Abtastintervall T, jeweils nur genau einen Wert liefern.
Ublicherweise sind diese Intervalle von gleicher Dauer, so dass wir von einer
periodischen Abtastung mit der Abtastfrequenz f4 sprechen, wobei:

1

fa=7 (4.1)
Von theoretischer Seite betrachtet reicht somit die Angabe der Abtast-
frequenz, die Folge der Werte fiir alle Abtastintervalle sowie ein definierter
Startzeitpunkt, um ein zeitdiskretes Signal komplett zu beschreiben. Wir ver-
wenden hier die bereits im ersten Kapitel eingefiihrte Notation in Form einer
Folge, bei der wir, falls erforderlich, das zu ¢t = 0 gehérige Element durch

Unterstreichen markieren:

zn] = {Ta, Tat1,- - Tos .- To—1,Tp} = {xn}z:a (4.2)

Einen einzelnen Abtastwert — also ein Element dieser Folge — notieren wir
unter Verwendung von eckigen Klammern oder Indices:

n = x[n] = x, (4.3)

Wie mag dies nun in einem konkreten System aussehen? Von einem kon-
tinuierlichen Signal benétigen wir je Abtastintervall genau einen Wert. Dazu
kénnten wir beispielsweise die {iber das Intervall oder einen kiirzeren Zeit-
raum gemittelte Amplitude des Signals heranziehen. Weiter verbreitet sind
jedoch die Verfahren Track&Hold bzw. Sample&Hold. Beiden ist gemeinsam,
dass das analoge Eingangssignal in jedem Abtastintervall lediglich zu einem
definierten Zeitpunkt gemessen wird. Die restlichen Werte des Signals wer-
den damit vollstindig ignoriert. Dieser Analogwert wird anschliefend fiir die
Dauer des Abtastintervalls (Sample&Hold) bzw. fiir einen Teil des Intervalls
(Track&Hold) durch ein analoges Speicherelement (i.Allg. ein Kondensator)
festgehalten. Das Ausgangssignal eines Sample&Hold-Gliedes hat somit bei-
spielsweise den in 4.3(a) idealisiert dargestellten treppenformigen Verlauf. Die
Kreise markieren in dieser Darstellung die Abtastzeitpunkte und -werte.

Das Halten des Signals ist zwar eine technische Notwendigkeit, jedoch
kénnen wir die theoretischen Betrachtungen vereinfachen, wenn wir das kon-
tinuierliche Signal ausschliefslich zu den Abtastzeitpunkten betrachten.

4.2.1 Mathematische Beschreibung des Abtastprozesses

Eine geeignete mathematische Beschreibung fiir den Abtastprozefl ist eine
Folge von gewichteten Delta-Impulsen. Diese sind nur im Sinne von Distri-
butionen definiert. Thre Transformation in den Frequenzbereich ist jedoch
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X0, (@) (1), | (b)
2 2 1
X 0
2 2
-4 3. -4 4

0 5 10 15 20 ¢ 0 5 10 15 20 ¢

Abbildung 4.3. (a) Treppenformiger Signalverlauf durch Sample&Hold (b) Zeit-
diskretes Signal in Form einer symbolisch dargestellten Dirac-Impulsfolge

einfach und niitzlich. Diese Transformation geschieht mit Hilfe der Fourier-
Transformation. Wir betrachten daher zunichst einige Eigenschaften der
Fourier-Transformation und der Delta-Funktion, mit deren Hilfe wir den Ab-
tastprozefs anschliessend beschreiben kénnen.

Eigenschaften der Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation hat folgende Symmetrieeigenschaft fiir negative
Frequenzen. Sei F'(z,w) die Fouriertransformierte von z(t) an der Stelle w.
Dann gilt

F(z,w) = /too x(t)e I¥tdt

_ /:]_ [x*(t)e‘j(‘“)trdt (4.4)
- [/m x*(t)ej(“)tdt]* = [F(z*, —w)]*
t=—o0
Mit Zeitumkehrung gilt auch
Fla(t),w) = / T seitat (4.5)
t=—o0

= / h z(—t)e It At = F(z(—t), —w)

=—0C

Anwendungen der Gl. (4.4) werden in Beispiel 4.1 und in den Ubungen 4.1
und 4.2 diskutiert. Ist also x(¢) ein Signal mit zeitlich konstanter Phase oder
mit Zeitumkehrinvarianz x(t) = x(—t), so gilt speziell:

(X ()] = |F(z,w)| = [F(z, —w)| = [X(-w)].
Der Betrag der Fouriertransformierten eines solchen Signals ist also eine ge-
rade Funktion in w.
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Beispiel 4.1 — Konjugiert gerade Fouriertransformierte.

Wir zeigen, dass die Fouriertransformierte eines reellen Signals eine
konjugiert gerade Funktion von w ist

a) unter Benutzung von Gl. (4.4)

b) durch Benutzen der Definition der Fouriertransformierten

c) Weiterhin zeigen wir an einem geeigneten Beispiel, dass fiir Signale
mit zeitlich variabler Phase und ohne Zeitumkehrinvarianz im Allge-
meinen keine Symmetrieeigenschaften gelten.

Loésung:

a) Da fiir reelle Signale ©* = z, gilt unter Benutzung von Gl. (4.4):
X(w) = F(z,w) = [F(z*, —w)|* = [F(z,—w)]* = X*(—w).

b) Fiir reelle Signale gilt unter Benutzung der Definition der Fourier-
transformierten

X(w) = /too x(t)e Iwtdt

=—00

- / T () cos(wh)dt 4+ j / T () sin(wh)dt

=—00 t=—o0

_ /too () cos(—wt)dt — j / T () sin(—wt)dt

=—00 t=—o0

= X*(~w)

c) Als Beispiel fiir Signale mit zeitlich variabler Phase und ohne Zeit-
umkehrinvarianz verwenden wir z(t) = exp(—jwot). Die Fouriertrans-
formierte lautet X (w) = d6(w + wp). Sie weist nur einen Anteil bei
(—wp) und damit keine Symmetrieeigenschaften auf. O

Betrachtungen im analogen Bereich

Im analogen Bereich fiihren wir die Abtastung mit einer Delta-Folge ein, wofiir
wir wieder mit Distributionen arbeiten miissen. Die Abtastung des analogen
Signals x(t) lautet dann:

2o (t) = a(t) Y 8t —nT) (4.6)

n=—oo

So entsteht beispielsweise der in Abb. 4.3(b) gezeigte Signalverlauf, wobei die
Delta-Impulse nur schematisch gezeichnet werden konnen, da sie ja prinzipiell
eine unendlich hohe Amplitude besitzen. Stattdessen symbolisiere die Lange
der eingezeichneten Linie die Fliche unter dem gewichteten Delta-Impuls.
Eine Linie der Linge eins symbolisiert also §(¢) und eine Linie der Linge a
dementsprechend ad(t).

Wie sieht das Spektrum des abgetasteten Signals aus? Dazu berechnen wir
zunichst das Spektrum der reinen Delta-Folge.
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Delta-Folge im Frequenzbereich

Wir betrachten die unendliche Folge von (analogen) Dirac-Pulsen

i 8(t — mT) (4.7)

m=—0o0

Die Fouriertransformierte dieser Funktion ist zunichst

X(w) = / h w(t)e dt = Y emomTt (4.8)

- m=—o00

Fiir jedes w # k(27/T') mit ganzzahligem k ist diese Summe 0, da sich alle
Werte auf dem Einheitskreis zu Null addieren. Fiir w = k- (27/T) hingegen
wird der Betrag der Summe unendlich groff. Die Summe muss also den Wert
haben:

w)=c¢c Z 0(w —mi2) (4.9)

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten ¢ und der Abtast-Kreisfrequenz
2 =27/T. Umn den Wert der Konstanten ¢ zu bestimmen, wenden wir die
inverse Fourier-Transformation an und erhalten:

Z d(t—mT) Z / eIt (w— dew—% Z eImit

- ) T (4.10)
Anschliefsend integrieren wir iiber eine Breite von T*:
T/2 , e T ¢
t)dt = im2t gy = C To(m) = = = =
/—T/2 w()dt T or m;m / T/2 ‘ 2 m;oo m) 2r 0
(4.11)

und erhalten also letztlich ¢ = 2.
Wir konnen aus diesen Herleitungen folgende drei wichtigen Gleichungen
extrahieren:

Theorem 4.1 (Unendliche Summen von Distributionen).

i 6(t—mT):% i edmat (4.12)

i §(w—mN) = % i edmeT (4.13)

T{ i 5(t—mT)}:.Q i d(w —mo2) (4.14)

m=—0o0 m=—0o0
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Abgetastetes Signal im Frequenzbereich

Ausgehend von diesen Ergebnissen, konnen wir nun das Spektrum eines ab-
getasteten Signals x(t) ermitteln. Es gilt:

Theorem 4.2 (Periodisches Spektrum eines abgetasteten Signals).

Das Spektrum eines mit der Periode T (entspricht der Abtastfrequenz fa)
abgetasteten Signals ist die Uberlagerung von um 2 = 27)T = 2mfa ge-
geneinander versetzter, periodisch fortgesetzter und normierter Spektren des
zugehorigen kontinuierlichen Signals:

oo

X, (w) = % > X(w-nR) (4.15)

Zum Beweis transformieren wir beide Seiten der Gleichung (4.6) mittels
Fouriertransformation, wodurch auf der rechten Seite eine Faltung entsteht:

Xn(w):X(w)*% Z O(w—nf)

n=—oo

/OO_ X(v)% Z 0w —n2 —v)dv

n=—oo

- % 3 X(w-n) (4.16)

n=—oo

Betrachtungen im diskreten Bereich

Wir haben den Abtastprozef bisher im analogen Bereich betrachtet. Sehen
wir uns die Fouriertransformierte des abgetasteten Signals an

oo

X,(w) = Z x(nT)e InT,

n=—oo

so koénnen wir fiir das analoge Signal z(nT') das entsprechende diskrete Signal
x[n] einsetzen (es wird ja nur iiber ganzzahlige n summiert) und sind somit
im diskreten Bereich. Dann erhalten wir

o0

Xn(w) = Z z[n)e 7T (4.17)

n=—oo

Der rechte Ausdruck von (4.17) stellt eine Fourierreihe mit Koeffizienten
x[n] dar. Offensichtlich ist diese Fouriertransformierte periodisch, denn es gilt
fiir alle ganzzahligen k:
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Xn(w) = Xp(w+k2r/T) = X, (w + k£2) (4.18)

Wir suchen jetzt nach einer Umkehrtransformation, mit der wir aus X, (w)
direkt wieder z[n] gewinnen, d.h. wir mdchten im diskreten Bereich bleiben.
Da X, (w) periodisch ist, ist diese Umkehrtransformation die inverse Fourier-
transformation einer periodischen Fourierreihe. Wir kénnen aber auch unsere
Kenntnis nutzen, dass der Frequenzgang die z-Transformierte auf dem Ein-
heitskreis ist. Mithin erhalten wir die Folge z[n] als inverse z-Transformierte
auf dem Einheitskreis. Es muss also gelten

1

=5 21X, (2)dz mit 2 =e 9T dz = —jTzdw (4.19)
)

a[n]

Daraus erhalten wir

T /T )
z[n] = — / T X, (w)dw (4.20)
27 w=—mn/T
bzw.
1 [7 ;
zn] = o X, (®) dP mit P =wT =w/fa (4.21)
T Jp=—7

Dies ist in der Tat die inverse Fouriertransformation fiir eine periodische Funk-
tion. Wir iiberzeugen uns durch Einsetzen von X, (®), dass dies wirklich die
gesuchte Umkehrtransformation ist:
1 " ind
x[n] = — /" X, (P) dP
27 b=—m7
1 [" :
- j(n—k)o
=5 Z zlkle dd

(oo}

P=—1 k= —o0

o
> ok / eI (=R 4

k=—0o0 P=—n
oo

= Y a[kld(n — k) = z[n) (4.22)

k=—oc0

Damit haben wir ein Transformationspaar im diskreten Bereich. Wir wie-
derholen noch einmal: Aus der Abtastgleichung (4.6)

2o (t) = a(t) Y oz —nT)

folgt die zeitdiskrete, frequenzkontinuierliche Fouriertransformation (Time
Discrete Fourier Transformation):
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Theorem 4.3 (Zeitdiskrete, frequenzkontinuierliche Fouriertransfor-
mation (TDFT)).

oo

Xn(w)= > zpnle T (4.23)
/T ‘
2[n] = % /w R (4.24)

Dieses kdnnen wir nun nutzen, um auf einem zweiten Weg das Spektrum
ohne Benutzen von Distributionen herzuleiten.
Die Funktion im Zeitbereich ergibt sich allgemein aus dem Frequenzgang

z(t) = % /00 X (w)e?tdw (4.25)

Daraus erhalten wir bei Zeitpunkten ¢t = k7" die Beziehung

k] =zt =kT) = i /OO X (w)e?*T duw

=—00

s 1 (14+2n)m/T
"
T

/T

X (w)ed“*T dw
w= 2n)n /T

1 2w

ejwdew

27 w=—mn/T
1 ™

— IPk 1 4.2
o S e (4.26)

> X((@+2mn)/T)

n=—oo

Durch Vergleich mit den oben angegebenen Koeffizienten der zu diskreten
Systemen gehorigen Fourierreihe (4.24) ergibt sich im Frequenzbereich

Xn(w) = % > X(w+nR) (4.27)

also dasselbe Resultat wie oben im Theorem 4.2 unter Benutzung von Distri-
butionen.

Frequenzgang eines diskreten Systems

Wie sieht die Ubertragungsfunktion eines Systems im Frequenzbereich aus,
dass Signale nur zu diskreten Zeitpunkten verarbeitet? Dazu verwenden wir
die bereits erwahnten Zusammenhinge aus Kapitel 3 und betrachten die An-
regung mit der Exponentialfolge z* fiir z = exp(jwT') (Vgl. dazu Kapitel 3.2):

Jj[l{j] = eijk = equk mlt 43 = UJT == w/fA (428)
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wobei f weiterhin die Abtastfrequenz bezeichnet. Die Ubertragungsfunktion
im Frequenzbereich (der sog. Frequenzgang) ist dann

H(z =€) = Z hlkle™/*F = H(eIMPT2mm) (4.29)
k=—oc0
Als Amplitudengang wird der Betrag des Frequenzganges bezeichnet, als
Phasengang seine Phase. Es ist folgendes festzustellen:

Theorem 4.4 (Periodizitit und Symmetrie des Frequenzganges).

e Der Frequenzgang ist periodisch in ® = wT = w/fa mit ganzzahligen
Vielfachen von 2.

e Wenn die Impulsantwort reell ist, so ist der Amplitudengang (Betrag des
Frequenzganges) eine gerade, der Phasengang ¢ dagegen eine ungerade
Funktion in @ beziglich ¢ = 0.

Letzteres sicht man aus

|H(e7PF))? = Z Z h[k]h[n](cos(@k) cos(Pn) + sin(Pk) sin(Pn))
k=—o00 n=—00
= Z Z hlk (cos(—Pk) cos(—Pn) + sin(—Pk) sin(—Pn))
k=—o00 n=—00
= [H(eIPH)? (4.30)
22 h[K|(sin(Pk))  —>"F h[k](sin(—Dk))
OO = T Rk cos(@h) 3o AlRl(cos(—dk) )
(4.31)
und somit
P(Pk) = —¢(—Dk) (4.32)

Weil der Frequenzgang diskreter Systeme periodisch ist, kann er als Fou-
rierreihe interpretiert werden mit den Koeffizienten

h(k) = % [ ! H('?)el Pk dp (4.33)

O

4.2.2 Das Abtasttheorem
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Wir haben nun bereits eine mathematische Beschreibung des Abtastpro-
zesses erwihnt, ohne 2doch darauf einzugehen, was dies fiir den Informa-
tionsgehalt unseres urspriinglichen Signals bedeutet. Offensichtlich reduziert
man gleichermafien gewaltsam die Information des kontinuierlichen Signals, so
dass man sich berechtigterweise der Frage nach der Zuldssigkeit eines solchen
Vorgangs zu stellen hat.

Interessanter Weise stellt sich heraus, dass durch den Abtastvorgang trotz
der Tatsache, dass man nur wenige Werte eines bestimmten Messintervalls
beriicksichtigt, unter bestimmten Voraussetzungen keinerlei Information iiber
das analoge Signal verloren geht. Dieser Sachverhalt ist fiir die gesamte Digi-
taltechnik und damit praktisch fiir die gesamte technische Signalverarbeitung
von fundamentaler Bedeutung. In der 7iteratur wird dies gemeinhin als ,Ab-
tasttheorem nach Shannon“ bezeichnet. Historisch wurde 1924 von Harry
Ny uist 1 9-19 6 eine erste Formulierung der notwendigen Bandbreite fiir
Informationsiibertragung vorgestellt Ny uist, 1924 . Ny uist brachte auch
192 die erste Formulierung des Abtasttheorems, allerdings noch ohne Be-
weis Ny uist, 192 . Dieser wurde erst 21 fahre spater von Claude Elwood
Shannon 1916-2001 erbracht in seiner klassischen Vertffentlichung von 1949,
,2Communication in the presence of noise“ Shannon, 1949 . Dieses Papier gilt
als Grundlage der Informationstheorie. Andere Bezeichnungen des Abtast-
theorems beziehen sich auf die Namen Whittaker, Kotelnikov oder Kramer.
Wir nennen es an dieser Stelle kurz ,, Abtasttheorem® , das folgendes aussagt:

45 ( b / )4
FEin analoges j ignal sei bandbegrendt, d.h. seine FouriertransJormierte ver
schwindet identisch Jir | f| > fumax. Dann lzsst sich aus dem abgetasteten jig
nal das urspringliche jignal komplett und eindeutig wiedergewinnen. Dadu ist
die AbtastIrequend f4 mindestens doppelt so grof Gu wzhlen wie fiax.

Das Abtasttheorem folgt unmittelbar aus Theorem 4.2 auf Seite 93 GI.
4.15 iiber die Periodizitét des Spektrums eines abgetasteten Signals. Wir stel-
len den Verlauf des Betrages des periodischen Spektrums grafisch dar. Dabei
wird eine schematische Darstellung gew&hlt, bei der der Betrag des Spektrums
eine gerade Funktion in w ist. Dies gilt fiir die Funktionen der GIn. 4.4 oder

4.5 , speziell fiir reelle Funktionen. Dies ist aber fiir die Giiltigkeit des Ab-
tasttheorems keine notwendige Voraussetzung: Wie Beispiel 4.1 ¢ zeigt, gibt
es auch andere bandbegrenzte Signale. Die gerade Darstellung des Signals
wurde hier also nur aus Griinden der iibersichtlicheren Darstellung gewé&hlt.

In Abb. 4.4 a ist schematisch ein Spektrum eines Signals gezeigt. fimax ist
die grofste vorkommende Fre uenz im Spektrum des Signals. Den Bereich von
0 < f < fiax nennt man den asisbandbereich oder kurz das Basisband. Die
periodisch folgenden Spektren mit hoheren Fre uenzen heissen Seitenbinder.

In Abb. 4.4 b ist gezeigt, wie durch Abtastung dieses Signals mit der Ab-
tastfre uenz f4 geméfs Theorem 4.2 ein mit f4 periodisches Spektrum ent-
steht. Man erkennt: Ist die Abtastfre uenz f4 mindestens doppelt so grofs, wie
die grofste vorkommende Fre uenz fi,. des Signalspektrums, so iiberlagern
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(a) Basisband-Spektrum

X, |
ols /\
'fmax 0 fmax f
(b) Abtastungf,>2f
Xl |
'fA 'fmax 0 fmax fA f

(c) Abtastungf,<2f_ ..
1%

Abbildung 4.4. Spektren eines mit unterschiedlichen Frequenzen abgetasteten Sig-
nals

sich die periodischen Anteile nicht und das Signal konnte exakt rekonstruiert
werden — beispielsweise einfach dadurch, dass durch ein Tiefpassfilter mit der
Grenzfrequenz fp,., wieder das Basisband vom restlichen Spektrum separiert
wird.

Ist die Abtastfrequenz jedoch kleiner (f4 < 2 fmax, Abb. 4.4(c)), so fiihrt
dies zu Uberlappungen, in denen ein Teil des Signalspektrums in den Ba-
sisbandbereich gespiegelt und dort addiert wird. Dies wiederholt sich auch
fiir alle hoheren Seitenbinder. Dieses Phinomen wird sinnfélligerweise auch
aliasing genannt.

Da sich in diesen Bereichen die zu verschiedenen Frequenzen gehdérenden
Spektralkoeffizienten addieren, kann das urspriingliche Spektrum daraus ohne
weitere Zusatzinformation nicht wieder ermittelt werden. a

Zum weiteren Verstindnis des Abtasttheorems stehen die Ubungen 4.5
und 4.6 zur Verfiigung.
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4.2.3 Tiefpassfilterung
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Wie eben beschrieben gehen bei zu grofier Bandbreite des abgetasteten
Signals nicht nur die hoherfrequenten Signalanteile verloren, sondern auch
Anteile unterhalb f4/2 werden unbrauchbar. Um dies zu vermeiden, sollte ein
Signal vor seiner Abtastung mit einem ,anti-aliasing-Filter gefiltert werden.
Ein solcher Tiefpassfilter begrenzt dementsprechend die Signalbandbreite auf
die Hilfte der Abtastfrequenz. Noch stirkere Begrenzungen sind natiirlich
ebenfalls mdoglich.

4.2.4 Quantisierung

A\ - N B O~
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Nach Tiefpassfilterung und Abtastung wird das Signal quantisiert. Eine
naheliegende Methode der Amplitudenquantisierung ist die in Abb. 4.5 dar-
gestellte gleichmdfige Quantisierung. Der gesamte Wertebereich des zu quan-
tisierenden Signals x wird in n gleiche Teilintervalle (Quantisierungsintervalle)
der Grofse g unterteilt. Jedem Intervall kann daraufhin ein Symbol zugeordnet
werden, das in Anbetracht der hier verwendeten digitalen Systeme bindr zu
codieren ist. Die Quantisierung kann zwar prinzipiell beliebig fein erfolgen,
jedoch steigt der Aufwand mit der Zahl der gewéhlten Quantisierungsstufen.
In der Praxis st6ft man bei diesem Schritt sogar recht schnell an Grenzen.

Durch die begrenzte Zahl von Quantisierungsstufen ist ein Kompromiss
zwischen der Auflésung (reziprok zum Quantisierungsfehler) und dem Werte-
bereich zu finden. Nicht immer ist dabei die gleichméfige Quantisierung op-
timal und fiir einige Anwendungen existieren entsprechend angepasste Quan-
tisierungskennlinien. Dabei werden selten die Quantisierungsstufen selbst un-
gleichmifig verteilt, sondern das analoge Eingangssignal wird {iblicherweise
zundchst mit Hilfe eines nichtlinearen Systems geeignet angepasst.

Im Audio-Bereich verwendet man dazu einen sog. Kompander, bestehend
aus einem Kompressor, der das hochdynamische Audio-Signal in ein Signal
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Abbildung 4.5. Quantisierungskennlinie und Quantisierungsfehler bei gleichmafi-
ger Quantisierung

mit geringer Dynamik umwandelt sowie einen Expander, der eine dazu inverse
Kennlinie besitzt und die Kompression wieder riickgidngig macht. Das Signal
mit geringer Dynamik eignet sich dann fiir eine Quantisierung mit gleichméafig
verteilten Quantisierungsstufen.

Auf eine Diskussion der Auswirkung der Quantisierung werden wir weiter
unten eingehen, da dieser Schritt im eigentlichen Sinne nicht unabhingig vom
néchsten Verarbeitungsschritt — der Codierung — zu betrachten ist.

4.3 Codierung

Wie bereits erwahnt wurde, verwendet die Digitaltechnik bin#re Signale, um
ein bestimmte Information zu codieren. Da ein einzelnes Bin#r-Signal nur
einen von zwei verschiedenen Zustdnden pro Zeitschritt einnehmen kann, be-
notigt man entweder mehrere Zeitschritte, um einen Wert aus einem grofse-
ren Zahlenbereich zu codieren, oder man verwendet parallel mehrere Bin&r-
Signale. Eine solche Kombination von Bin#r-Signalen nennt man ein digitales
Signal. Wir werden hier hauptsichlich auf diese Art von Signalen eingehen,
da sie am weitesten verbreitet sind. Man konnte jedoch alle hier angestellten
Uberlegungen sinngemif ebenfalls anwenden, wenn die Zahl der moglichen
Signalzusténde grofier als zwei wire.
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4.3.1 Grundbegriffe
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Bit, Wérter und Wortbreite

Codieren wir bindr — wovon im Folgenden generell ausgegangen werden soll
— stehen uns zunéchst nur zwei mogliche Symbole (hier mit ,0“ und ,,1“ be-
zeichnet) zur Verfiigung. Erst durch eine geeignete Kombination von mehreren
solcher ,Bits“ (binary digits) lasst sich eine grofiere Anzahl von Symbolen co-
dieren.

Ein Block von mehreren Bit, die zusammengenommen zur Codierung eines
Symbols herangezogen werden, nennt man Wort; die Anzahl der verwendeten
Bit wird als Wortbreite bezeichnet. Die Anzahl der mit einem Codewort dar-
stellbaren Zeichen ist abhingig von der Wortbreite.

Zur Codierung N unterschiedlicher Symbole (bspw. Quantisierungsstufen)
bendtigen wir eine Wortbreite von mindestens W = log, N bit. Dies gilt
allerdings nur, wenn fiir jedes Symbol die gleiche Wortlénge verwendet wird.
In der Nachrichtentechnik kommen jedoch auch dynamische Wortlidngen zum
Einsatz. (Bsp: ;,0¢ = 0p, ,1“ = 10, ,2¢ = 113)

Entropie und Redundanz

Die Ubertragung oder Speicherung von codierten Daten verlangt in vielen
Fallen eine Reduktion von Redundanz. Ziel ist es, eine rekonstruierbare Da-
tencodierung zu finden, die die gewiinschte Information unter Verwendung
moglichst kurzer Codesequenzen enthidlt. Dazu ist Redundanz (irrelevan-
te Information) zu entfernen und die Entropie zu maximieren. Redundanz
kann sowohl auf Signalebene vermindert werden (Bsp.: Fano-Shannon- und
Huffman-Codierung), als auch auf semantischer Ebene (Bsp.: Psychoakusti-
sche, -visuelle Modelle). Anwendung finden hierbei Pradiktions-Codierer und
Kompressionsalgorithmen.

4.3.2 Codierungsarten

Die Codierung von Quantisierungsstufen bzw. die Darstellung von Zahlen all-
gemein kann auf unterschiedliche Weise erfolgen. In der Praxis haben sich eine
ganze Reihe von Codierungsarten (Cover und Thomas, 1991) etabliert — wir
gehen hier auf einige ein, die in digitalen Systemen gebrduchlich sind.
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Undrcode

Bei diesem Code entscheidet die Anzahl
der gesetzten Bit {iber das Codewort. Bei
einer Wortlange W sind demnach W+1 un-
terschiedliche Zeichen codierbar. Jede Co-
destelle besitzt die gleiche Wertigkeit. Die
Unércodierung findet in unterschiedlicher
Form relativ hdufig Anwendung.

oONOUAWN—=O
I TN T N Y S S Y |

N
o

7 bit
Bindrcode

Der Binércode verwendet ein Stellenwertsystem, wie es auch fiir die gebrauch-
liche dezimale Zahlendarstellung verwendet wird:

Zp = Z Zﬂ‘i (434)

=—n

Dabei bezeichnet v die Anzahl der Vorkommastellen und n die Anzahl der
Nachkommastellen. Die Basis r bezeichnet man als Radix. Zur Codierung N
unterschiedlicher Symbole (bspw. Quantisierungsstufen) bendtigen wir eine
Wortbreite von mindestens W = log, N. Im Falle einer Binérzahl ist die Ra-
dix r = 2. Diese Summenschreibweise erfasst somit auch die {ibliche dezimale
Zahlendarstellung (r = 10) sowie weitere Zahlensysteme. Man beachte, dass
die Summe (4.34) keinen ,Uberlauf“ und auch keinen ,Rest“ besitzt — bei
fortschreitender Addition oder fortschreitender Division in solchen Zahlensys-
temen entsteht also irgendwann ein Fehler. Wir werden diese Phinomene in
Abschnitt 4.3.3 betrachten.

Beispiel 4.2 — Dezimalwert einer vorzeichenlosen Binirzahl.

0100.10p4+ (Punkt kennzeichnet Kommastelle) z_1 =1, z0 =1,
Z,=0-224+1-2240-21 +0-204+1-27140-272 =4,54 O

Sollen auch negative Zahlen erfasst werden, bietet sich der Einsatz eines
Vorzeichen-Bits an, was jedoch den Nachteil aufweisen wiirde, dass die Zahlen
,-0¢ und ,,+0“ durch zwei unterschiedliche Codes reprisentiert werden wiir-
den. Dies ldsst sich mit einer Zweierkomplement-Darstellung umgehen. Um
also eine positive normierten Bindrzahl bestehend aus den Koeffizienten k; in
eine negative Bindrzahl in Zweierkomplementdarstellung umzuwandeln, sind
samtliche Bits einschlieflich des Vorzeichenbits zu negieren und anschliefiend
zu dem so gewonnenen Ergebnis eine 1 zu addieren.

-1
—zp=1— Y k2 (4.35)

i=—n
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Beispiel 4.3 — Zweierkomplement-Darstellung.

Umwandlung der negativen Dezimalzahl —5; in Zweierkomplement-
Darstellung:

+54 binir codiert: 00101,

Komplementbildung: 11010,

Addition von 1: 00001,

Ergebnis —54: 11011,

Es ist zu beachten, dass das erste Bit von links (HSB — highest si-
gnificant bit) zwar als ,Vorzeichenindikator dient, der Rest der im
Zweierkomplement dargestellten Zahl jedoch nicht mit dem Betrag
iibereinstimmt. O

Ein wesentlicher Vorteil des Zweierkomplement-Codes gegeniiber dem
Vorzeichen-Betrag-Coden liegt darin, dass eine Subtraktion auf eine Addition
einer negativen Zahl zuriickgefiihrt werden kann. Das vereinfacht die Imple-
mentierung des Additions- und Subtraktionsalgorithmus.

Weniger gebriuchlich ist die Einerkomplement-Codierung. Hierbei werden
negative Zahlen dargestellt, indem das Komplement ohne Addition einer Eins
gebildet wird. Wie in folgender Tabelle 4.1 zusammengefasst, erhilt man je-
doch auch hierfiir wiederum unterschiedliche Codes fiir +04 und —04.

Kleinster Wert -0 +0 Grofiter Wert
Vorzeichen+Betrag 1111...1 1000...0 0000...0 0111...1
Einerkomplement 1000...0 1111...1  0000...0 0111...1
Zweierkomplement 1000...0 0000...0  0000...0 0111...1

Tabelle 4.1. Kleinste und grosste Werte fiir unterschiedliche Codes

Der kleinste und grofste Wert fiir eine Wortbreite von W + 1 bits, d.h. W
bits fiir das Wort und ein Bit fiir das Vorzeichen, sind fiir Vorzeichen-Betrag—
Code und Einerkomplement—Code jeweils (2" —1) und — (2" —1). Es wird also
ein Zahlenbereich der Breite (2V*! — 2) abgedeckt, dies ist um Eins weniger
als die theoretisch mdgliche Breite (2" +!—1). Grund ist natiirlich das doppel-
te Représentieren der Null. Im Zweierkomplement—Code wird dieser Mangel
beseitigt, der kleinste und grofte Wert sind jeweils (2" — 1) und —(2"). Man
beachte also in obiger Tabelle, dass der kleinste Wert fiir Einerkomplement—
und Zweierkomplement—Code zwar binér gleich lauten, aber zwei verschiedene
Zahlen darstellen.

Der in Abb. 4.6(a) gezeigte 8-4-2-1-Code stellt eine in der digitalen Signal-
verarbeitung weit verbreitete Codierung dar. Er ergibt sich aus der bindren
Zahlendarstellung, wie sie in Formel (4.34) angegeben ist. Variationen des
Bindrcodes erfassen wie oben dargestellt auch Kommazahlen und negative
Werte.
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Abbildung 4.6. (a) 8-4-2-1-Code (b) Gray-Code

Flieffkomma-Codes

Unpraktisch bei den bisher vorgestellten Bindrcodes ist, dass beispielsweise
beim Ubergang von der betragsmiifiig kleinsten darstellbaren Zahl zur darauf
folgenden Zahl ein Unterschied im Faktor 2 besteht, wihrend zwei benachbarte
grofere Zahlen mit gemeinhin unndétiger relativer Genauigkeit aufgelost wer-
den. Hierzu ein Beispiel. Wir nehmen an, eine Lingenmessung soll im Bereich
[0m, 1000m] durchgefiihrt werden und es steht ein Code mit 1001 Worten zur
Verfiigung. Man wird diese Worte kaum gleichméssig in 1m-Intervallen ver-
teilen, wenn es um relative Genauigkeit geht: Diese betriige dann bei einer
Messung von 1m +100% und bei einer Messung von 1000m +0,1%.

Sinnvoller ist fiir viele technische Anwendungen eine logarithmische Vertei-
lung der Quantisierungsstufen, wie sie anndhernd durch Flieflkomma-Zahlen
realisiert wird. Eine Fliefkomma-Zahl wird dargestellt als

1
Zp =M - R¥ mit 7 S M| < 1. (4.36)

Dabei bezeichnen M die Mantisse, R die Radix und F den Exponenten
dieser Zahlendarstellung. An dieser Stelle soll wiederum von einer Radix R = 2
ausgegangen werden, da wir weiterhin Binédr-Signale verwenden wollen. Die
Mantisse liegt damit im Bereich 0.5 < |M| < 1 und kdnnte — ebenso wie
der Exponent F —in Zweierkomplement-Codierung abgespeichert werden. Der
Exponent ist ganzzahlig; kann jedoch durchaus auch negative Werte enthalten.

Beispiel 4.4 — Wertebereich einer 4-bit FlieRkommazahl.

Berechnen Sie die Wertemenge, die mit einer positiven 4-Bit-Fliefs-
komma-zahl darstellbar ist und vergleichen Sie diese mit einer Fest-
kommadarstellung, die a) etwa den gleichen Wertebereich iiberdeckt,
b) die gleiche maximale Auflésung besitzt.
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Losung:

Die verfiigbare Wortbreite kann beliebig in Mantisse und Exponent
unterteilt werden. Von der 4-bit-Gesamtwortbreite wahlen wir bei-
spielhaft die ersten zwei Bit als Mantisse und die restlichen beiden
Bit als Exponent. Die Mantisse teilen wir gleichméfig im Wertebe-
reich 0.5 < M < 1 auf, wobei wir zunéchst auf negative Werte ver-
zichten. Der Exponent ist ganzzahlig zu wihlen. Wir wéhlen in die-
sem Beispiel die Exponenten -2, -1, 0 und 1 und codieren diesen im
Zweierkomplement-Code.

Mantisse: 00,:0.5004  01,:0.6255 104:0.7504  11,:0.8754
Exponent:  105:—24 11p:—1y4 00p:4+04 01y:+14

Mit diesen Mantisse-Exponent-Kombinationen erhalten wir nach Gl.
(4.36) folgende Werte:

E=-2: 01250 0.1563 0.1875 0.2188
E=-1: 0.2500 0.3125 0.3750 0.4375
E=+0: 0.5000 0.6250 0.7500 0.8750
E=+1: 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500

Wert
2.0 -
1.5 1
Festkomma
kleine Aufldsung FlieBkomma

1.0 1

Festkomma
05 | hohe Aufldsung
0.0 T T j

0 5 10 15 Code

Es wird somit ein Wertebereich von ca. 2 {iberdeckt. In einer Fest-
komma-Codierung wére somit ein Quantisierungsintervall von 0.125
notwendig, um mit 16 Symbolen den selben Wertebereich zu iiberde-
cken. Die FlieRkommadarstellung bietet jedoch eine maximale Auflo-
sung von Z; — Zy = 0.0313. Eine Festkommadarstellung mit dieser
Auflésung wiirde nur einen Wertebereich von 0.4695 {iberdecken. 0O

105
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Spezielle Codes

Fiir verschiedene Anwendungen haben sich weitere Codierungsarten etabliert,
von denen wir an dieser Stelle nur einige nennen wollen.

Der in Abb. 4.6(b) gezeigte Gray-Code ist ein Beispiel fiir einen so ge-
nannten ,einschrittigen Code*. Z&hlt man in diesem Code vor- oder riickwarts,
dndert sich jeweils nur ein Bit. Damit kann beispielsweise in Zahlschaltungen
vermieden werden, dass beim Ubergang von einem Wert zum niichsten zwi-
schenzeitlich falsche Werte dadurch entstehen, dass nicht alle zu verdndernden
Bitstellen exakt gleichzeitig umschalten.

,Differentielle Codes codieren die Signal-Information nicht in den Werten
eines analogen Signaltrigers, sondern vielmehr in dessen Zustandsdnderung.
Man stelle sich beispielsweise die Spule im Schreib- /Lesekopf eines Festplat-
tenlaufwerks vor, die mit einer lingeren Sequenz von gewohnlich codierten
,Low'“Bits angesteuert wird. Offensichtlich entsteht beim Schreiben dieser
Bits eine konstante Magnetisierung auf dem Datentréger. Soll diese Sequenz
wieder eingelesen werden, so steht man vor der Problematik, dass lediglich ein
Wechsel des Magnetisierungszustands im Lesekopf einen Stromimpuls indu-
ziert. Eine langere Reihe von ,,High*-Bits wire hingegen nicht von einer ,Low“-
Bit-Reihe unterscheidbar, da in beiden Fillen kein Strom induziert wird. Fer-
ner hat man in diesem Fall keinerlei Anhaltspunkte {iber die Dauer eines Bits,
wodurch nur schwerlich eine Synchronisation mit der Lese-Logik erreichbar
ist.

Einen Ausweg bietet eine ,lauflingenbegrenzte* Codierung (run length
limited — RLL). Diese Codierung stellt sicher, dass in einem Codewort nur
eine begrenzte Anzahl von aufeinander folgenden Bits gleich ist. Dies wie-
derum bedeutet, dass geniigend oft Signalwechsel stattfinden, an denen eine
Synchronisation stattfinden kann. (Selbstsynchronisierende Codes.)

In Signaliibertragungssystemen muss oftmals eine Potentialtrennung vor-
genommen werden. Ein populéres Beispiel dafiir sind Datenleitungen in Weit-
verkehrsnetzen oder in industrieller Umgebung. Um Stérspannungen von
Datenverarbeitungsanlagen fernzuhalten, wird das analoge Trigersignal bei-
spielsweise durch einen Ubertrager (Transformator) vom Gleichspannungsan-
teil befreit. Dadurch geht jedoch auch jegliche Information {iber den urspriing-
lichen Pegel des Nutzsignals verloren, da das Signal im Ubertrager gewisser-
mafen differenziert wird. Eine lauflaingenbegrenzte Codierung (beispielsweise
Manchester-Code) schafft auch hier Abhilfe.

4.3.3 Quantisierungsfehler

Nicht nur im Zuge der Quantisierung beim Umsetzen eines Analogwertes in
einen digitalen Wert kommt es zu Ungenauigkeiten, sondern auch bei der
Verarbeitung von digitalen Werten treten unter Umstdnden aufgrund der oben
beschriebenen begrenzten Anzahl von zur Verfligung stehenden Codes Fehler
auf.
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Wir unterscheiden dabei zwischen zwei verschiedenen Fillen. Auf der einen
Seite ist das Digitalwort anzupassen auf die zur Verfiigung stehende Regis-
terldnge, die in gebrduchlichen digitalen Systemen zwischen 8 und 128 Bit
liegt. Uberschreitet ein Wert, der beispielsweise im Verlaufe eines Algorithmus
aus einer Multiplikation entstanden sein konnte, die zur Verfiigung stehende
Registerwortléinge, kommt es zu Uberlauffehlern (Overflow). Verwendet man
beispielsweise eine vorzeichenlose 8-bit Ganzzahldarstellung, so resultiert die
Multiplikation von 128; mit 24 in der Zahl 04, was natiirlich einen extremen
Fehler darstellt. Auf der anderen Seite sind Bin#rzahlen in einigen Féllen
(beispielsweise nach einer Division) zu Runden. Auf beide Arten von Fehlern
— Fehler durch Uberlauf und Fehler durch Runden soll im Folgenden kurz
eingegangen werden.

Einen Overflow vorab zu berechnen und vermeiden zu wollen stellt in
realen Digitalsystemen ein mit wachsender Komplexitidt des zugrundeliegen-
den Algorithmus zunehmendes Problem dar. Deshalb wird bei der Program-
mierung digitaler Algorithmen {iblicherweise anders vorgegangen. Géngige
Arithmetik-Einheiten verfiigen iiber umfangreiche Kontrollmechanismen, die
einen Uberlauffehler im Nachhinein feststellen konnen. Zwar ist das restliche
Ergebnis dann nicht mehr brauchbar, jedoch dient diese Uberlauf-Detektion
dazu, den Algorithmus abzubrechen und das Ergebnis zu verwerfen. Aus die-
sem Grunde stellt ein Uberlauf keinen Fehler im Sinne eines unvermeidlichen
Rauschens dar. Schlieflich entstehen keinerlei Fehler durch Uberlauf, solange
kein Uberlauf stattfindet.

Trotzdem hat diese Methode den Nachteil, dass die Zuverldssigkeit ei-
nes Digitalsystems damit ungewiss wird. Um dem empirischen Auftreten von
Uberlauffehlern entgegenzuwirken, kann auch anders vorgegangen werden: Vor
jeder kritischen Operation wird eine Normierung der digital dargestellten Zahl
vorgenommen. Normieren wir beispielsweise vor oder nach jeder Multiplika-
tion sdmtliche Faktoren auf den Wertebereich -1 < z < +1, so ist das zu
erwartende Ergebnis unabhingig von den tatsichlichen Werten sicher zu pro-
gnostizieren.

Welchen Nachteil besitzt diese Normierung (neben dem zusétzlichen Res-
sourcenbedarf)? Will man eine Division vermeiden, lasst sich die Normie-
rung groferer Zahlen auf —1 < z < +1 durch Verschieben der Kommastelle
nach links realisieren, was bei Bindrzahlen einer Division durch zwei bzw.
einer SHR (shift-right)-Operation gleichkommt. Offensichtlich werden dabei
die LSB (die niederwertigsten Bits - least significant bit) geldscht. Man er-
kauft sich somit die Determinierbarkeit des Algorithmus (Vermeidung eines
Uberlauf-Fehlers) durch ein permanentes statistisch verteiltes Rauschen. An-
hand der Zweierkomplement-Darstellung soll dessen Grofie abgeschitzt wer-
den.

Gehen wir von einer beliebigen Zahl z in Zweierkomplement-Darstellung
aus, dessen Stellenzahl b jedoch um « Bits (plus Vorzeichenbit) grofer ist, als
uns in den r Bits (plus Vorzeichenbit) eines Registers zur Verfiigung steht
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(b = a+ 7). Nun haben wir drei Moglichkeiten, um diese Zahl im Register
abzulegen:

1. Wir schneiden die a héchstwertigen Bits ab. Das kommt einem Uberlauf-
Fehler gleich und beschert uns im Extremfall den maximal erreichbaren
Fehler.

2. Wir normieren z auf —1 < z < +1, schieben dabei das Komma direkt
hinter das Vorzeichenbit und speichern das normierte z linksbiindig. Dabei
schneiden wir die a niederwertigsten Bits ab.

3. Wir normieren wie im 2. Fall jedoch runden wir anschliefend auf die
Nachkomma Stellenzahl r — 1, wodurch wiederum a Bits verlorengehen.

(a) (b)

Abbildung 4.7. Kennlinien zum Schneiden (a) bzw. Runden (b) einer Zweierkom-
plementzahl

Beispiel 4.5 — Schneiden und Runden einer normierten Binér-
zahl in Zweierkomplement-Codierung.

Berechnen Sie den Betrag des Fehlers, der entsteht, wenn die als Zwei-
erkomplement-Zahl interpretierten 5-bit Ganzzahlen 01010,, 11010,
und 00111, in einem normierten 3-bit-Register a) mittels Abschneiden
der LSB und b) mittels Runden abgespeichert werden sollen.
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Losung:
bindr dezimal bindr dezimal bindr dezimal
Wert: 01001 9 11010 -6 00111 7
normieren: 0.1001 9/16 1.1010 -6/16 0.0111 7/16
schneiden: 0.10-- 8/16 1.10-- -8/16 0.01-- 4/16
Fehlerbetrag: 0.0001 1/16 0.0010 2/16 0.0011 3/16
runden: 0.10-- 8/16 1.11-- -4/16 0.10-- 8/16
Fehlerbetrag: 0.0001 1/16 0.0010 2/16 0.0001 1/16
(): Die Regel zum Runden einer Zahl z in einer Basis mit Radix R
auf eine ganze Zahl lautet:

1
zr = truncy (z + 5) , (4.37)

wobei ,,truncy* das Abschneiden nach der nullten Nachkommastel-
le bezeichne, d.h. samtliche Nachkommastellen werden entfernt. Das
Runden auf n Nachkommastellen kénnte man somit folgendermafien
formulieren:

1
zr = trunc, (z + §R_"> (4.38)

In der selben Form geschieht auch das Runden einer bindrcodierten
Zahl in Zweierkomplementdarstellung auf n Nachkommastellen durch
eine Addition von 0.5 - 27" = 2= ("+1) und einem anschlieRenden Ab-
schneiden aller Nachkommastellen hinter n. Auch hier werden dadurch
negative Zahlen in positive Richtung aufgerundet. O
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Nach diesem Beispiel soll nun allgemein berechnet werden, welcher Fehler
beim Schneiden oder Runden einer bindr codierten Zahl in Zweierkomplement-
Darstellung maximal zu erwarten ist.

Schneiden einer (verlustfrei) normierten Zahl 2

Durch Abschneiden der a niederwertigsten Bits erhalten wir z; mit einer Ab-
weichung vom urspriinglichen z von

Cst = 25 — 2 (4.

es+ ist in allen Fillen negativ (oder null), denn

39)

ist z positiv, entfallen beim Schneiden u.U. einige Nachkommastellen, wo-

durch z, kleiner wird als z

Ist z negativ, wird diese Zahl in Zweierkomplementdarstellung durch das
Schneiden ebenfalls kleiner, denn das Ersetzen von Einsen durch Nullen
bewirkt hier eine Vergrofierung ihres Betrages. Die Zahl 1.00...0; ist in

Zweierkomplementdarstellung die kleinste darstellbare Zahl und 1.11.

die grofste negative Zahl

Ly
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Sind die abgeschnittenen Stellen Nullen, entsteht kein Fehler, wohingegen
der maximale Fehler auftritt, wenn alle a abgeschnittenen Bits Einsen sind.
Da

> 2=t (4.40)
(Bsp: 24+1+4+1/24+1/4+1/8+ ... = 4) iibersteigt der Fehler durch Schneiden
auch bei beliebig hoher urspriinglicher Auflésung der Zahl z nie die Wer-
tigkeit z;gp() des LSB des Registers. Da letzteres eine Wortbreite r (zzgl.
Vorzeichenbit) besitzt, konnen wir den maximalen Fehler folgendermafen ein-
grenzen.

_ZLSB(T) =-27" < €4 S 0 (441)

(Bsp: » = 4 — zpgp(r) = 1/16). Allerdings besaft auch die urspriingliche
Zahl z eine begrenzte Stellenzahl und war somit bereits mit einem ungewis-
sen Fehler behaftet. Soll der Fehler berechnet werden, der maximal durch
das Schneiden entstanden sein kann, muss von (4.41) die urspriingliche Auf-
16sungsgrenze abgezogen werden. Man kdnnte nun unterscheiden, ob das ur-
spriingliche z durch sorgfiltiges Runden oder aber ebenfalls durch Schneiden
entstanden ist. Beschrinken wir uns auf den letzten Fall, ist das z ebenfalls
mit einer Unschirfe behaftet, die der Wertigkeit des LSB (Quantisierungsstu-
fe) entspricht:

Zrspy =2 0 =271 (4.42)

Der mogliche Fehlerbereich durch Schneiden einer normierten und eben-
falls durch Schneiden entstandenen Zweierkomplementzahl mit b+ 1 Bits auf
die Linge von r + 1 Bits betragt also:

27 2" <e, <0 (4.43)
Runden einer (verlustfrei) normierten Zahl z

Unter der Voraussetzung, dass gerundet wird, halbiert sich der maximale Feh-

ler betragsméfig auf eine halbe Quantisierungseinheit. Er kann jetzt jedoch
positiv und negativ sein:

—0.52p5p() = —2" " < e, <270 = 0521650 (4.44)

Durch das Runden einer normierten Zweierkomplementzahl mit b+ 1 Bits

auf die Lange von r + 1 Bits entsteht demzufolge ein zusétzlicher Fehler von

27(b+1) _ 27(7“*%1) < e’r+ S 27(7“*%1) _ 27(1)“1’1) (445)

In diesem Fall ist 2~ (**1) die Genauigkeit der urspriinglichen Zahl z — dies-
mal nehmen wir also an, dass die urspriingliche Zahl z ebenfalls durch Runden
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entstanden ist, wodurch der maximale Fehler nur noch einer halben Quantisie-
rungseinheit entspricht. Andernfalls muss entsprechend wieder 27° angesetzt
werden.

4.3.4 Quantisierungsfehler als stochastisches Signal

Wir nehmen den Quantisierungsfehler als Rauschsignal an. Dies ist in guter
Naherung méglich, da die Quantisierung der einzelnen Daten unkorreliert und
zufillig auftritt. Das Quantisierungsrauschen ist dann eine Signalfolge e, [n]
mit Mittelwert m und Varianz o. Auf derartige stochastische Signale werden
wir in Kap. 7 noch ausfiihrlicher eingehen.

Wir beschreiben diese Grofen (Mittelwert und Varianz) als Erwartungs-
werte. Der Erwartungswert E|[f ()] einer Grofe f(z) mit Wahrscheinlichkeits-
dichte p(x) ist allgemein definiert als

E[f(2)] =) f(@)p(x) = " (z)p(x)dz (4.46)
Va x

wobei die Summe bei diskreten x iiber alle auftretenden x bzw. das Integral
bei kontinuierlichen z {iber den gesamten z-Raum lauft, also bei eindimensio-
nalem x entsprechend {iber die z-Achse.

Das Bilden von Erwartungswerten ist eine lineare Operation, die mit ande-
ren linearen Operationen vertauscht werden kann: z.B. Summenbildung, Mit-
telung, Antwort eines linearen Systems, Faltung, Integration, etc. Wir werden
von dieser Moglichkeit reichlich Gebrauch machen.

Weiterhin ist der Erwartungswert des Produkts zweier unkorrelierter Gro-
Ren gleich dem Produkt der Erwartungswerte dieser Grofen. Beispielsweise
bedeutet dies, dass der Erwartungswert

Elf(x)g(=)] = E[f(x)] Elg(x)] (4.47)

fiir unkorrelierte Funktionen f(z) und g(x) ist. Fiir miteinander korrelierte
Grofsen gilt dieser Zusammenhang jedoch nicht. Hier ist also spezielle Vorsicht
angebracht. Wir werden dies bei der Bestimmung der Varianz am Ausgang
eines Systems zu beachten haben.
Spezielle Funktionen von z sind f(x) = x, in diesem Fall erhalten wir den
linearen Mittelwert p:
= E[x] (4.48)

sowie f(x) = (x — u)?. In diesem Fall erhalten wir die Varianz o:

o = Bl(z — p)?] (4.49)

4.3.5 Transformation von Zufallsgréfien durch Systeme

Es wurde festgestellt, dass aufgrund der begrenzten Wortbreite der digitalen
Zahlendarstellung jedes Signal mit einem Quantisierungsrauschen behaftet
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ist. Dies gilt natiirlich auch fiir Signale, die am Eingang eines digitalen Sig-
nalverarbeitungssystems darstellen. In diesem und im n&chsten Kapitel soll
nun untersucht werden, wie sich das Rauschsignal innerhalb eines digitalen
Systems fortpflanzt.

Das Quantisierungsrauschen addiert sich zu der Eingangsfolge x[n] additiv.
Es gilt also am Systemausgang

Yx&e[n] = S{z[n]+e,[n]} = hin]*(x[n]+e,[n]) = h[n]*z[n]+hn]xe [n] (4.50)

Die Reaktion des Systems auf das Rauschen ist somit ebenfalls additiv.
Der Mittelwert ein der Rauschfolge am Eingang des Systems ist gegeben
als Erwartungswert
fhein = Eler[n]] (4.51)

Am Ausgang das Systems erzeugt das Eingangsrauschen ein Signal mit
Mittelwert

praus = E[h[n] * ex[n]] = h[n] x Ele;[n]] = h[n] * picin = pein(h[n] x 1)

oo

= Hein Z hln] = NeinH(ejO) = feinH (2 = 1) (4.52)

n=—oo

Um die Varianz am Ausgang zu bestimmen, betrachten wir den Erwar-
tungswert von y[n]?. Zum einen gilt

E [(y[n})Z] =K [(y[n} — Maus + ,Uaus)Q]
=FE [(y[”} - NaHS)Q] + 2paus B [y[n] — paus] + :uius
= Oaus + 2Naus(ﬂaus - p*aus) + p“ius
= Oaus + /’l’izius (4'53)
Man beachte, dass in der Herleitung dieser Relation an keiner Stelle Sys-

temeigenschaften benutzt wurden.
Zum anderen kénnen wir mit Hilfe der Systemeigenschaften schreiben

=F Z Z hlk]h[m]er[n — k]er[n — m]

k=—o0c0 m=—00

= > > hkhmIE [ex[n — Kler[n — m]]

k=—00 m=—00

= Z hE*E [e,[n — k]?]

k=—o00
+ 3" N nlklh[m]E [e[n — K] E [ex[n —m]]  (4.54)

k=—o00 m#k
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Die letzte Zerlegung ist notwendig, da bei gleichem Index k = m die Gro-
Ben e[n — k] und e[n — m| nicht mehr unkorreliert sind und daher der Er-
wartungswert des Quadrates gebildet werden muss. Fiir den Erwartungswert
dieses Quadrats der Eingangsrauschfolge gilt analog zu der obigen Betrach-
tung

E [(e;[n])?] = Gein + tin (4.55)
so dass weiterhin gilt:
E[(y[n])*] = (0ein +1ein) D hKP + 4w D Y hlkhlm
k=—0o0 k=—o00 m#k
= (0ein + 12n) D KM + 42 > hIK] (—h[k] +y h[m1>
k=—oc0 k=—oc0 m=—o0
oo ) 2
= Oein Y W[k + pgn ( > h[kz])
k=—o00 k=—o0
= Oe¢in Z h[kP + :uius (456)
k=—oc0

Mithin gilt fiir die Varianz des Ausgangssignals

Oaus = Oein Z h[k]Z (457)

k=—oc0

und mit der Parseval’schen Gleichung (Theorem 3.9 auf Seite 56) konnen wir
auch schreiben

Oaus — Jem %H 1/2 _1dZ (458)

Die Varianz am Ausgang entsteht also aus der Varianz am Eingang durch
Multiplikation mit der Summe der Quadrate der Impulsantwortfolge.

Der Mittelwert des Eingangs hat keinen Einfluss auf die Varianz des Aus-
gangs. Dies ist offensichtlich eine Konsequenz aus der Linearitit des Systems.
Denn wir haben gesehen, dass der Erwartungswert des Ausgangsquadrats
immer durch Varianz minus Quadrat des Ausgangsmittelwertes gegeben ist
— unabhéngig von den Systemeigenschaften. Hingegen entstand dasselbe Qua-
drat des Ausgangsmittelwertes aus den Systemeigenschaften in der zweiten
Herleitung nur durch die Linearitdt des Systems. Bei nichtlinearen Systemen
miissen wir also einen Einfluss des Mittelwertes auf die Ausgangsvarianz er-
warten (Kay, 1993). Dieser Einfluss wir allgemein als bias (engl. Verschiebung)
bezeichnet.

Diese Ergebnisse gelten allgemein fiir die Transformation von Zufallsgré-
fen durch LTI-Systeme.

Wir fassen noch einmal zusammen in folgendem Theorem:



114 4 Signalverarbeitung mit zeitdiskreten Systemen

Theorem 4.6 (Transformation von Zufallsgrofien durch LTI-Syste-

me).
oo

Maus = Hein Z h[n} = ,UcinH(GjO) = ,ucinH(Z = 1) (459)
> 1
Caus = Tein k;oo h[k]? = acinﬁ %H(Z)H(l/z)zfldz (4.60)

4.3.6 Transformation des Quantisierungsrauschens durch
LTI-Systeme

Wir betrachten jetzt eine Quantisierung des Signals x. Es werde reprisentiert
durch normierte (—1 < z < 1) bin#drcodierte Werte in Zweierkomplement-
darstellung mit b Bits zzgl. Vorzeichenbit. Es stehe jedoch nur eine Register-
Wortlange von ¢ Bit plus Vorzeichenbit zur Verfiigung (¢ < b). Das Signal
werde nicht gerundet, sondern abgeschnitten. Wie in Kapitel 4.3.3 erldutert,
entsteht dabei ein betragsméfig maximaler Fehler von

Q=2"-2"c¢ (4.61)

Da der Fehler gleichverteilt ist, entsteht durch Schneiden ein Quantisierungs-
rauschen mit dem Mittelwert

pein = Qf2 = 5(270 —27°) (4.62)

Die Varianz des Quantisierungsrauschen erhalten wir unter Gleichvertei-
lungsannahme

Q/2 1
Oein — / _eQde = Q2/12
e=—Q/2 Q
1

— E(Tb —27)2 (4.63)

Nach dem oben aufgefiihrten Satz tiber die Transformation von Zufallsgrossen
durch LTI-Systeme entsteht daraus am Ausgang ebenfalls ein Rauschen mit

faus = %(2—*’ —279H(z=1)
Oaus — 11_2(2717 - 27C)2%j fH(Z)H(]./Z)Zﬁle (464)
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Beispiel 4.6 — Rauschen durch Schneiden an einem LTI-Sys-
tem.

Gegeben sei ein LTI-System mit

H(z:):z_1 , 0<lal<1
z—a

und ein Prozefl, der Zahlen mit b = 8 Bit auf ¢ = 4 Bit beschnei-
det. Wie sieht der Amplitudengang des Systems fiir a = 1/2 aus?
Welche Parameter kennzeichnen das Quantisierungsrauschen am Aus-
gang? Wie grof sind diese fiir a = 1/2?

Loésung:
Der Amplitudengang ist der Betrag des Frequenzganges, also der Be-
trag der Ubertragungsfunktion bei z = /7. Wir schreiben

et —1  cos(wT) — 1+ jsin(wT)
eiwT —q  cos(wT) — a+ jsin(wT)

H(WT) =

und mit ¢ = wT bei a = 1/2:

(cos(®) — 1)? + sin?(P)
(cos(P) — 0.5)2 + sin?(P)

[H(2)]* =

Dies hat den im folgenden gezeigten Verlauf (periodisch mit 27).

|H(D)

1.2 1
0.8 -

0.4 -

0 T T T T
o 05 1 15 2 @
Nach der Parseval’schen Gleichung ist das Integral

1 (z—1)2
2mwaj }{ 2(z—a)(z—1/a) o

zu bestimmen, wobei z im gemeinsamen Konvergenzgebiet von H (z)
und H(1/z) liegen muss. Damit muss ein Kreisring vom Radius r mit
a < r < 1/a als Integrationsweg gewahlt werden. Innerhalb dieses
Kreises liegen zwei Residuen an den Polen z = 0 und z = a. Das
Integral nimmt damit den Wert
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H“FQEZ:Z)] - 1—|2—a

an. Das Quantisierungsrauschen am Ausgang ist dadurch von der
Form

1
faus = 5(2—S —2HH((z=1)=0
2 7
14+a 217(1 + a)

1
aus — T4 2_8 - 2_4 2

Fir a=1/2 nimmt die Varianz am Eingang den Wert 0,00029, am
Ausgang 0,00038 an. Die Standardabweichung einer Grofse am Aus-
gang ist damit ¢'/2 = 0.0195, wihrend die kleinste auflésbare Zahl
am Ausgang bei einer 4-Bit-Genauigkeit 1/16 = 0.0625 betrégt. Die
Standardabweichung am Ausgang betrégt damit 31% der Grofe der
kleinsten auftretenden Zahl! Dies ist eine Konsequenz des sehr groben
Schneidens von 8 auf 4 Bit. O

4.3.7 Grenzzyklusschwingungen

Bisher haben wir gesehen, dass die Quantisierung zu Rauschen fiihrt, welches
sich am Ausgang eines Signalverarbeitungssystems ggf. verstérkt. Ebenfalls
wurde festgestellt, dass das Rauschen durch zweierlei Effekte hervorgerufen
wird: Kleinsignalrauschen durch Runden oder Abschneiden von niederwerti-
gen Bits sowie Grofsignalrauschen durch Uberlauffehler in den héherwertigen
Bits. Wir wollen nun allgemeine Filterstrukturen hinsichtlich der quantisie-
rungsbedingten Rauscheffekte untersuchen.

4.3.8 Kleinsignalrauschen - Unterschreiten von
Quantisierungsstufen

Betrachten wir zunichst das einfache riickgekoppelte System aus Abb. 4.8.
Es enthilt einen digitalen Multiplizierer, den wir der besseren Beschreibung
wegen in einen idealen Multiplizierer mit dem Verstdrkungsfaktor A mit un-
beschrinkter Auflésung und einen nachgeschalteten Quantisierer ) aufteilen.

x[n] yin]
(D)
@

Lot

Abbildung 4.8. Riickgekoppeltes System erster Ordnung




4.3 Codierung 117

Das System ldsst sich beschreiben, indem wir die einzelnen Elemente in
der Reihenfolge entgegen der Pfeilrichtungen ablesen:

y(n) = z(n) + Qlay(n — 1)] (4.65)

Dabei moge |a| < 1 gelten, damit das System begrenzte Amplituden behilt.

Wir wollen nun zunichst an einem Beispiel untersuchen, wie sich die-
ses System bei Erreichen der Quantisierungsstufe verhilt. Dazu setzen wir
z[n] = 0, laden aber die Speicher des Systems vor Beginn der zeitlichen Be-
trachtung. Es sei a = —1/2, und @ ein Rundungsquantisierer mit b = 5 + 1
Bit im Vorzeichen-Betrag-Code. Wir setzen y[—1] = 5/64. Dann ergibt sich
der folgende Zeitverlauf:

n ay(n —1) dezimal bindr  Q[ay(n — 1)] bindr dezimal

0 -5/64 1.000101 1.00011 -3/32
1 +3/64 0.000011 0.00010 +1/16
2 -1/32 1.000010 1.00001 -1/32
3 +1/64 0.000001 0.00001 +1/32
4 -1/64 1.000001 1.00001 -1/32
5

Es ergibt sich also eine Schwingung der Periode 2 in der Hohe der Quan-
tisierungsstufe Q = 27°. Das Verhalten weiterer Systeme vom Typ der Abb.
4.8 wird in Ubung 4.3 untersucht.

Wir konnen jetzt beziiglich des Systemverhaltens folgende Félle unterschei-
den. Dabei moge nach wie vor |a] < 1 gelten, damit das System begrenzte
Amplituden behalt.

Theorem 4.7 (Kleinsignalrauschen).
Systeme vom Typ der Abb. 4.8 zeigen folgendes Verhalten:

a) Der Multiplikationsfaktor ist |a| > 1/2. Dann kommt es zu Grenzzyklus-
schwingungen. Dies liegt daran, dass der letzte noch exakt darstellbare Wert
(in Hohe der Quantisierungsstufe), mit a multipliziert und wieder gerun-
det, vom Betrag her keine Anderung erfihrt. Es ergibt sich also
- fiir a > 1/2 ein konstanter Endwert, also eine Grenzzyklusschwingung

der Periode 1.
—  fir a < —1/2 eine Grenzzyklusschwingung der Periode 2.

b) Der Multiplikationsfaktor ist |a| < 1/2. Dann sinkt der Ausgabewert auf
Null und verbleibt dort. Dies liegt daran, dass der Betrag des letzten noch
exakt darstellbaren Wertes (in Héhe der Quantisierungsstufe) durch die
Multiplikation auf (exakt) weniger als seine Halfte reduziert wird, was nach
Runden Null ergibt.

Gegenmafinahmen zu diesen Effekten sind nur in beschrinktem Mafe mog-
lich. Durch Erhohen der verfiigbaren Wortbreite wird das Problem zunéchst
vermieden, taucht dann aber bei entsprechend héherer Auflésungsstufe wieder
auf. Falls moglich, sollte der Faktor a geeignet gewédhlt werden. Am Beispiel
einer gedampften Schwingung sei dies illustriert:
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Ist man an der Amplitude, also an der Einhiillenden der Schwingung in-
teressiert, so soll diese fiir lange Zeiten gegen Null laufen. Dies wird mit einem
Faktor |a| < 1/2 erreicht, man erkauft sich dies allerdings durch das abrupte
Abbrechen der Schwingung ab der Quantisierungsstufe.

Ist man an der Schwingungseigenschaft interessiert, ist ein Faktor a < —1/2
zu wihlen. Das System schwingt dann auch fiir lange Zeiten, allerdings wird
das Abklingen der Amplitude ab der Quantisierungsstufe nicht mehr sichtbar.

4.3.9 Grofsignalrauschen - Uberlaufeffekte

Wir wollen nun das umgekehrte Problem zu dem gerade dargestellten, nim-
lich das Uberschreiten des Zahlenbereichs, untersuchen. Dazu betrachten wir
als Beispiel einen Addierer. Er moge sich darstellen lassen als idealer Addierer
(wir konnten auch ein anderes Element betrachten) in Festkommadarstellung,
der allerdings keinen Uberlauf hat. Der Uberlaufswert wird also einfach ab-
geschnitten, wodurch der Addierer eine sigezahnférmige Kennlinie f(S) als
Funktion der Summe S hat. Dazu geben wir ein Beispiel fiir den Uberlauf im
Vorzeichen-Betrag-Code:
0.11111

+0.00001

=1.00000

Der Addierer springt also von 1 — @ bei Addition von @ auf —1. Dies stellt
sich wie Abb. 4.9(b) abgebildet dar.

Wir betrachten nun das System 2. Ordnung aus Abb. 4.9(a) und wollen
untersuchen, ob diese sigezahnférmige Kennlinie f(S) zu Schwingungen oder
dhnlichen Effekten fiihren kann.

(a) (b)

x[n] @ S W f(S) ]y[nJ .
z 1]
A
oo }< °]
A z! -1;{
o <} T e s

Abbildung 4.9. Riickgekoppeltes System zweiter Ordnung und die Kennlinie eines
Elementes mit Uberlauf

Dieses System wird beschrieben durch die Gleichung
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y(n) = f(z[n] + ay[n — 1] + by[n — 2)) (4.66)

Wir nehmen zur Vereinfachung wieder ein System mit z[n] = 0 an, dessen
Speicher aber zu Beginn der Betrachtung (n = 0) von Null verschieden sein
mogen. Dann gilt:

y(n) = f(ay[n — 1] + by[n — 2]) (4.67)
Da |y| < 1, folgt fiir das Argument der Funktion f:
|lay[n — 1] + by[n — 2]| < |a| + [b] (4.68)

Eine hinreichende Bedingung fiir das Vermeiden von Addierer-Uberliufen
ist es also, das Sagezahnverhalten von f vollig zu vermeiden. Dies gelingt mit

la + |b] < 1 (4.69)

Wir wollen nun untersuchen, ob es zu Schwingungen kommen kann. Dazu
machen wir den Ansatz

y[n] = (=1)y[n — 1] (4.70)
und untersuchen, ob diese Bedingung erfiillt werden kann. Einsetzen in die
Systemgleichung liefert

y(n) = f((—a+byln)) (4.71)

Die Sagezahnkennlinie liefert dariiber hinaus den selben Wert fiir alle um
ganzzahlige Vielfache von 2 verschobene Eingangswerte, so dass auch gilt:

y(n) = f((—a+b)y[n] + 2k) (4.72)

Es kann nun immer ein £* so gew&hlt werden, dass das Argument der Kenn-
linie zwischen —1 und 1 liegt, in diesem Fall gilt f(x) = x und damit

y(n) = (—a+b)y[n] + 2k~ (4.73)
also i
y(n) = ﬁ (4.74)

wobei k* # 0 sein muss, damit y[n] nicht identisch Null ist. Unser Ansatz, mit
dem y[n] eine Schwingung durchfiihrt ist also erfiillbar.

Wir wollen nun wissen, welche Bedingungen die Koeffizienten erfiillen miis-
sen. Da |y[n]| < 1 gilt, folgt

|14+ a—0b] > 2|k"| (4.75)
bzw.
a—b>2|k*—1odera—b< —2[k*| -1 (4.76)
und da k*£0, gilt ferner
a—b>1odera—b< —3 (4.77)

Ubung 4.4 verifiziert, dass die letztere Bedingung auf ein instabiles System
fiihrt. Es bleibt die erste Bedingung, und wir fassen noch einmal zusammen:
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Theorem 4.8 (Addierer-Uberlaufschwingungen).

Addierer- Uberlaufschwingungen bei Systemen 2. Ordnung treten nicht auf
bei |a| + |b| < 1. Bei a — b > 1 treten Addierer-Uberlaufschwingungen der
Periode 2 auf.

Beispiel 4.7 — Addierer-Uberlaufschwingungen.

Seia = 5/4und b = —3/4, und ein System mit auf Null gesetztem Ein-
gang gegeben mit den Anfangswerten y[—1] = 2/3 und y[—2] = —2/3.
Betrachten Sie die Moglichkeit von Addierer-Uberlaufschwingungen!
Losung:

Wir untersuchen die Bedingung |a| + [b] < 1 und stellen fest, dass
diese wegen |a| + |b] = 2 > 1 verletzt ist. Es konnen also Addierer-
Uberlaufschwingungen auftreten. Wir untersuchen, ob fiir diese un-
ser Ansatz gilt. Mit a — b = 2 > 1 ist die Bedingung fiir Addierer-
Uberlaufschwingungen der Periode 2 erfiillt mit &* = 1. Gemif§

S lda-b
stellen sich also Grenzzyklusschwingungen der Amplitude 2/3 ein.

Wir verifizieren dies in der folgenden Tabelle:
| n |yln —1]jy[n — 2)|S = Jyln — 1] — Fyln — 2)|y[n] = f(S)|

y[n] 2/3

0] 2/3 [-2/3 4/3 -2/3
1|-2/3| 2/3 -4/3 2/3

2| 2/3 | -2/3 4/3 -2/3

In der Tat stellen sich also Grenzzyklusschwingungen der Periode 2
mit Amplitude 2/3 ein. a

Wir fragen wieder, ob sich diese Addierer-Uberlaufschwingungen vermei-
den lassen. Wie aus der Herleitung ersichtlich, treten sie offensichtlich wegen
der Periodizitat der Kennlinie auf. Es liegt also nahe, die Kennlinie so zu mo-
difizieren, dass Periodizitdt nicht mehr gegeben ist. Dies wird beispielsweise
durch Sattigungs-Kennlinien (Abb. 4.10) erreicht. Man bezeichnet einen sol-
chen Addierer iiblicherweise als ,Séttigungs-Addierer (Saturation-Adder).

Anstelle eines Overflow-Fehlers, der — wie oben gezeigt — zu Grofssignal-
rauschen fiihrt, findet eine Begrenzung auf einen der beiden Sittigungswerte
statt (clipping). Damit werden die Eingabewerte der Multiplikatoren stindig
kleiner, als sie bei einem unbegrenzten, aber BIBO-stabilen System sein soll-
ten. Die stédndige Reduktion der Eingabewerte sorgt dafiir, dass der Grenzwert
y[n] = 0 fiir grofe n erreicht wird.

4.3.10 Abklingen von Grenzzyklus-Schwingungen

Wir geben hier eine anschaulich-analytische Behandlung des Verhaltens von
Systemen mit der Kennlinie aus Abb. 4.10.
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-1

Abbildung 4.10. Sittigungskennlinie zur Vermeidung von Uberlaufschwingungen

Die gesdttigten Enden der Kennlinie zwingen die Summe S in Betrége
kleiner als 1. Denn weit im geséttigten positiven Teil wiren alle y[n] < 1 und
damit S < 1/2, so dass der lineare Teil der Kennlinie in wenigen Schritten
erreicht wird. Gleiches gilt weit im geséttigten negativen Teil.

Wir kénnen das System 2. Ordnung nun fiir den Fall, dass nur der lineare
Teil der Kennlinie benutzt wird, wie folgt beschreiben. Dazu definieren wir
zwei Hilfsgrofen

v[n]=yn—1] und wln]=y[n—2] (4.78)
Dann gilt:

v[n 4+ 1] = av[n] + bwn)
wln + 1] = v[n] (4.79)

Der Vektor [v[n+1],w[n+1]]7 ergibt sich also aus dem Vektor [v[n], w[n]]”
durch Multiplikation mit der Matrix

A= (ff 8) (4.80)

Nach n Zeitschritten entspricht das einer Multiplikation mit A™. Damit die
Betrédge der dann entstehenden Vektoren gegen 0 streben, muss gelten, dass
alle Eigenwerte der Matrix A vom Betrag kleiner als 1 sind. Diese Eigenwerte
lauten

a a?
A=—=F1/—+Db 4.81
) Tt (4.81)

Wir untersuchen die Betrige der Eigenwerte.

a) Fiir a?/4+b > 0 ist die Wurzel reell. Der Betrag des grossten Eigenwertes

ist dann
la| | [a?
AMmax = — —+b 4.82
By 5 + 1 + (4.82)
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2
|‘21—‘+\/az+b<1 (4.83)

woraus folgt |a| + b < 1. Die beiden Bedingungen fiir diesen Fall lauten
also zusammengefasst: —a?/4 < b < 1 — |a|. Da fiir alle |a| # 2 gilt:
—a?/4 < 1—|al, ergibt sich aus den beiden Schranken nie eine leere Menge.

und damit muss gelten:

Fiir a?/4 + b < 0 ist die Wurzel imaginir. Beide Eigenwerte haben dann
denselben Betrag,
|>“?nax =-b (484)
und damit muss gelten:
b> -1 (4.85)

Die beiden Bedingungen fiir diesen Fall lauten also zusammengefasst:
—1 < b < —a?/4. Diese Schranken sind nur erfiillbar fiir |a| < 2.

Wir betrachten die Grenzen in den beiden o.a. Féllen und stellen fest: Falls

lal

< 2, konnen beide Gebiete zusammengefasst werden: —1 < b < 1 — |al.

Falls |a| > 2, gilt nur der Fall a): —a?/4 < b < 1—|a|. Auch diese beiden Fille
kénnen wir nun zusammenfassen in folgendem

Theorem 4.9 (Konvergenz bei Sittigungs-Addierern).

bes

Bei Systemen 2. Ordnung mit Sdattigungs-Addierern klingen Schwingungen
beliebiger Anregung ab, und das System konvergiert fiir n — oo zu y[n] = 0,

wenn gilt:

min (-1, —a?/4) < b < 1 — |a| (4.86)
Beispiel 4.8 — Konvergenz bei Sittigungs-Addierern.

Wir betrachten erneut das System aus Beispiel 4.7, diesmal mit der
Kennlinie aus Abb. 4.10. Es ergeben sich folgende Werte:

n |y[n —1ly[n — 2]|S =5/4y[n — 1] — 3/4y[n — 2]|y[n] = f(S)
0 2/3 | -2/3 4/3 1

1 1 2/3 3/4 3/4

2| 3/4 1 4/3 3/16

3| 3/16 | 3/4 - 21/64 - 21/64

Im weiteren Verlauf wird das Vorzeichen von y[n| alternieren, der Be-
trag aber endgiiltig gegen 0 streben. Um dies zu zeigen, untersuchen
wir die Verhéltnisse des Theorems 4.9 fiir die Werte @ = 5/4 und
b= —3/4. Es ist zu zeigen
min (—1,—a?/4) =-1<b=-3/4<1—|a] = —1/4.
Dies ist offensichtlich erfiillt. Damit ist gezeigt, dass, von endlichem
YAnstofen* an den Sattigungsbereich zu frithen Zeitpunkten abgese-
hen, y[n] = 0 fiir grofie n erreicht wird.

O
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Eine weiterfiihrende Betrachtung ist mit linearen Differenzengleichungen
moglich, auf die wir im Kapitel 5 noch ausfiihrlich eingehen werden.

4.4 Rekonstruktion

Das bereits erwéhnte Abtasttheorem behauptet, dass sich aus der diskreten
Folge von Abtastwerten das zugrundeliegende kontinuierliche Signal unter be-
stimmten Voraussetzungen verlustfrei wiedergewinnen, sprich in ein identi-
sches analoges Signal zuriick wandeln l&sst. Auch wenn dies in den selten-
sten Féllen beabsichtigt ist, wird diese Umwandlung héufig als ,,Rekonstrukti-
on“ bezeichnet. Man meint damit den Prozess, der das diskrete Signal anhand
seiner diskreten Werte in den kontinuierlichen Signalverlauf eines analogen
Signals umwandelt. Mit diesem Schritt schliefit sich die Kette des von uns
betrachteten digitalen Systems zur Signalverarbeitung in einer analogen Um-
gebung, womit wir gleichzeitig zum letzten Thema dieses Kapitels kommen.

Um ein digitales Signal in ein analoges Signal umzusetzen, verdeutliche
man sich wiederum, dass das digitale Signal gegeniiber dem analogen Signal
in zweierlei Hinsicht quantisiert wurde: erstens in der Amplitude und zweitens
in der Zeit.

Amplitudenquantisierung

Weiter oben haben wir bereits festgestellt, dass die Amplitudenquantisierung
als prinzipbedingtes Rauschen anzusehen ist und die dabei entfernte Signalin-
formation daher nicht in irgend einer Weise rekonstruiert werden kann. Man
kann dem dabei entstehenden Fehler wie gezeigt lediglich mit groferen Wort-
breiten oder geeigneten Codierungsverfahren begegnen. Dieser Fehler {iber-
tragt sich unvermeidlich auf das analoge Signal, das aus dem digitalen erzeugt
werden soll. Durch ausreichenden Signal-Storabstand oder geeignete Modula-
tionsverfahren kann vermieden werden, dass dabei Nutzinformation verloren
geht.

Zeitliche Quantisierung

Wie sieht es jedoch mit der zeitlichen Quantisierung aus? Auch hier ging
Information verloren, wobei sich das dadurch entstehende Rauschen an ande-
rer Stelle zeigt, ndmlich gemafi dem Abtasttheorem in den hoherfrequenten
Signal-Anteilen. Es kann daher auch hier vermieden werden, dass eine iibli-
cherweise bandbegrenzte Nutzinformation davon beeinflusst wird.

Wir werden nun darauf eingehen, wie die Rekonstruktion eines diskreten
Signals realisiert werden kann und gehen dabei auch hier sowohl auf die ma-
thematische Beschreibungsmdoglichkeit, als auch auf die praktischen Belange
dieses Prozesses ein.
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4.4.1 Analogwerte aus digitalen Codeworten

Am Beginn dieses Kapitels wurden die Verarbeitungsschritte erlautert, die
vom analogen Signal zum codierten diskreten Signal fiihren. Kehrt man die
Reihenfolge dieser Schritte um, erhdlt man — wer hitte es gedacht — den theo-
retischen Weg zuriick zum analogen Signal. Allerdings sind die dazu verwen-
deten Komponenten wiederum anders gestaltet, weswegen der Rekonstruktion
ein eigener Abschnitt gewidmet wurde.

Zunachst ist die Codierung des diskreten Signals aufzuheben. Aus dem
Code ist dafiir wieder der entsprechende ,,Wert* zu ermitteln, der urspriinglich
damit codiert werden sollte.

Weiter geht es mit einer De-Quantisierung (dies ist aufgrund des eher
theoretischen Konstrukts kein gangiger Fachbegriff). Der ,Wert®, der lediglich
als Index einer Quantisierungsstufe aufzufassen ist, wird dabei wieder in die
zugeordnete physikalische Grofle auf dem Signaltréiger gewandelt.

Ist der Signaltriger des analogen Signals beispielsweise eine Spannung und
das digitale Signal bindr codiert, so konnen die beiden eben genannten Schrit-
te durch selektive Addition von Referenzspannungen oder -strémen erreicht
werden. Dadurch, dass in Digitalsystemen iiblicher Weise auch die Bindrwerte
durch Spannungen reprisentiert werden, besteht ein einfaches Verfahren dar-
in, die einzelnen Bitleitungen by durch je einen einen Widerstand der Gréfe
Ry = Ry - 2V einen Strom erzeugen zu lassen und alle Strome {iber einen
Operationsverstirker o0.4. zu addieren.

Soweit zur technischen Lésung. Damit sind wir nun in der Lage, aus einem
digitalen Codewort in beliebiger Weise einen analogen Signalwert zu erzeugen.
Der nun folgende Schritt ist die Umkehrung des Abtastprozesses. Aus einer
diskreten Folge analoger Werte ist also ein kontinuierliches Signal zu erzeugen,
das insbesondere die spektrale Information erhalten soll. Hierfiir existieren
verschiedene Verfahren, die im Folgenden genauer untersucht werden.

4.4.2 Rekonstruktion durch Tiefpass

Im Kapitel 4.2 haben festgestellt, dass das Spektrum eines Signals durch den
Abtastprozefs periodisch wird. Weiterhin konnten wir konstatieren, dass das
Basisbandspektrum des Originalsignals bei ausreichend grofier Abtastfrequenz



4.4 Rekonstruktion 125

identisch ist mit dem Spektrum des abgetastete Signals. Ein Verfahren zur Re-
konstruktion wére somit der Einsatz eines Tiefpasses, der Frequenzen unter-
halb der hochsten im Signal vorkommenden Frequenz unveréndert {ibertragt
und oberhalb der halben Abtastfrequenz vollstandig sperrt.

Je ndher diese beiden Eckfrequenzen beieinander liegen, desto schwieriger
wird die technische Realisierung dieses analogen Filters. Oftmals wird deshalb
im diskreten Bereich ein Ausgangssignal mit hoherer Abtastfrequenz erzeugt.
Fehlende Werte werden einfach durch Wiederholung oder Interpolation er-
ganzt.

Aufgrund der Einfachheit des Verfahrens wird es von nahezu allen prakti-
schen Digital-Analog-Umsetzern verwendet. Mit anderen Verfahren, so auch
mit dem im Folgenden beschriebenen, konnen die Rekonstruktionsfehler ver-
mindert werden. Dafiir wird jedoch zwischen zwei oder mehreren Abtastwer-
ten interpoliert, was im Allgemeinen einen héheren Aufwand erfordert und
zu einem groferen zeitlichen Versatz zwischen digitalem und analogen Signal
fiihrt.

4.4.3 Rekonstruktion bei unendlicher Folgenlinge
Zur Rekonstruktion eines Signals aus den Abtastwerten gehen wir von der
inversen Fouriertransformierten

T or

() = / T X(w)etdw (4.87)

=—00

aus. Nach Voraussetzung des Abtasttheorems ist die Fouriertransformierte
bandbegrenzt, und innerhalb des Bandes sind Fouriertransformierte des ana-
logen und des abgetasteten Signals bis auf einen Faktor 7" identisch, so dass
auch gilt

T 9/2 .
z(t) = —/ X (w)ed*t dw
2m w=—10/2
1 02/2 o ] )
x[m])e ImT it dy, (4.88)

m=—0oo

B ﬁ w=—90/2

Nach Ausfithrung der Integration erhalten wir

~ Ly L jotr—mm| "
x(t) = 0 mzz_oox[m] me »
- Y 459

und unter Verwendung von sinc(z) = sin(x)/x den Rekonstruktionssatz:
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Theorem 4.10 (Rekonstruktionssatz).

o0

w(t)= Y «[m]sinc (M) (4.90)

m=—0oo

Die Funktion sinc(x) ist bekannt als Fouriertransformierte eines Rechteck-
fensters (dort wegen der Bandbeschrinkung). Sie nimmt dabei den Wert 1
bei x = 0 an und hat das in Abb. 4.11 gezeigte Aussehen. Insbesondere bei
x(t) = 1 fur alle ¢ erhalten wir aus dem Rekonstruktionssatz fiir alle ¢ die
Beziehung

= . w(t —mT)
1= _— 491
m;oo sinc < T ) ( )
sinc(rt) sincjm]
1 1
0.5 0.5
0 4---oAg - - 0 __“'ﬂzq‘jll‘ 1 Ll I[l‘pdl,u.___
L L T
‘) T T T () T T T T
-10 0 10 t -10 0 10 15

m

Abbildung 4.11. Verlauf der Funktion sinc(z) = sin(z)/z

Wir erkennen daraus anschaulich, dass eine Uberlagerung unendlich vie-
ler sinc-Funktionen, zentriert zu beliebigen Zeitpunkten ¢, eine Konstante er-
gibt. So ist es versténdlich, dass der Rekonstruktionssatz tatsichlich ein ,,glat-
tes“ Aussehen der urspriinglichen Funktion wieder herstellt.

Wir wollen uns an einem Beispiel {iberlegen, dass diese Rekonstruktion bei
Einhaltung der Bandbeschrankung das richtige Resultat liefert bzw. sonst zu
aliasing fiihrt.

Beispiel 4.9 — Effekte des Aliasing.

Wir betrachten die abgetastete Folge x[m] = exp(j vmT) mit einer
noch unbestimmten Frequenz v. In der Integralformulierung des Re-
konstruktionssatzes wird daraus eine kontinuierliche Funktion
1 [ 00 A ‘
x(t) = 0 z[m]e M T eIt dy

w=—02/2 " o
— l /2 i ejm(v—w)Tejwtdw
2 w=—92/2

m=—0oQ
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Zur Ausfilhrung der Summe benutzen wir die bereits hergeleitete Iden-
titat (4.13) (siehe Theorem 4.1 auf Seite 92)

2/2 oo ,
z(t :/ §(v —w—m)eltdw
o=/ . > )

m=—0o0

— 6]Ut6—]k9t

wobei 2/2 < v —k§2 < §2/2 wegen der Impuls-Funktion. Liegt
also v in dem durch die Abtastung vorgegebenen Band, so erhalten
wir in der Tat & = 0 und damit die zu der Folge z[m] = exp(j v mT)
gehorige Funktion x(t) = exp(j v t). Liegt v nicht in diesem Band, so
kommt es zu einer Frequenzverschiebung in das durch die Abtastung
vorgegebene Band hinein, also genau zu dem so genannten ,aliasing®.
Die Frequenzverschiebung erfolgt dabei immer um Vielfache von (2,
woran man den Einfluss der Abtastung auf das Aliasing deutlich sieht.

]

4.4.4 Rekonstruktion bei endlicher Folgenlinge

Nach dem Rekonstruktionssatz (Theorem 4.10) miissen alle Folgenglieder von
—00 < t < oo vorhanden sein. In der Praxis kennt man jedoch nur eine end-
liche Folge von Messwerten oder mdchte sich aus rechentechnischen Griinden
auf endliche Folgenlinge beschranken. Wir fiihren daher ein Fenster (engl.
,window* ) p(k) ein. Dies ist eine Folge, die die Folge beschneidet und ggf. die
Folgenglieder gewichtet. Das einfachste Fenster ist ein Rechteckfenster mit

1 0<k<N
p(k) = {0 sonst (4.92)

Eine Multiplikation von x[k] mit dieser Fensterfunktion schneidet also N Fol-
genglieder aus.

Wir interessieren uns fiir den Zusammenhang zwischen dem Spektrum der
unendlich langen und dem der gefensterten Folge. Aus der unendlich langen
Folge

o0

Xnp(w) = Z x[n]eInT (4.93)
erhalten wir nach Fensterung
XP(w) = Z P (4.94)

Wir ersetzen die Folge z[n] mit Hilfe der inversen Fouriertransformation fiir
t=nT
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Z / 6junTp[ }6 jwanV

n=—oo

Xi(w)

/_ Xn(v) i p[nle 7 @=InT gy, (4.95)

Darin ist die letzte Summe der Frequenzgang der Fensterfolge, den wir mit
P((w — v)) bezeichnen. Es ergibt sich

= /_OO Xn(W)P((w —v))dv = X, (w) * P(w) (4.96)

d.h. der Frequenzgang der gefensterten Folge entsteht aus der Faltung der
unendlichen Folge mit dem Frequenzgang der Fensterfunktion. Dies entspricht
dem

Theorem 4.11 (Rekonstruktionssatz bei gefensterter Folgenlinge).

oo

z(t) = Z x[m]p[m] sinc <M> (4.97)

m=—0o0

Fiir eine Rechteckfolge ergibt sich®

0o N-1

= —JjwnT _ —jwnT _ —jw(N—l)T/QW
P(w) n;mp[n]e Z;)e e oty 49
und damit
P(w) = —jw(N—1)7/28I(NWT/2)
X (w) Xn(w)*< n(T)2) (4.99)
sowie N
—mT
= > a[m] sinc (M) (4.100)
m=0

Der Betrag der Funktion P(w) fiir die Rechteckfolge ist in Abb. 4.12 darge-
stellt. Alle Maxima der Betrige der Funktion sin(Nx)/ sin(x) haben allgemein
den Wert N.

Fiir grofie N néhert sich der Betrag der Funktion P(w) fiir die Rechteck-
folge immer mehr einer Summe von Delta-Funktionen fiir w = k{2 an, so dass
das Spektrum immer besser rekonstruiert werden kann.

! Zur Berechnung der Summe der Exponentiale und der Betrige der Maxima in
Abb. 4.12 siehe die Rechnung beginnend mit Gl. 6.24 auf Seite 157.
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(@) N=5 , (b) N=20
/ sin(Nx) / / sin(Nx) /
N sin(x) N sin(x)
1 1
04 ¢— r T 0
-5 0 5 4

Abbildung 4.12. Verlauf des Betrages der Funktion sin(Nz)/N sin(z) mit
(a) N=5und (b) N =20

Beispiel 4.10 — Rekonstruktion endlicher Folgen.

Die Folge x[m] = {0;1;2; 3; 3; 3; —1; 1;0; 0; 0} soll mit Hilfe des Rekon-
struktionssatzes in ein kontinuierliches Signal gewandelt werden. Das
Abtastintervall betrage dabei pro Folgenwert 5ms.

Losung:

Die folgende Abbildung zeigt das Ergebnis. Die Kreise kennzeichnen
die durch die diskrete Folge vorgegebenen Stiitzwerte, durch die das
rekonstruierte Signal verlduft. Die senkrechten Strich-Linien bezeich-
nen das Rechteckfenster, ausserhalb dessen die wahren Funktionswer-
te Null werden. Die Interpolationseigenschaft der sinc-Funktion be-
wirkt auch fiir die rekonstruierte Funktion dort einen Abfall auf Null.

x(t)

~«

-50 0 50 100 Tinms

4.4.5 Andere Rekonstruktionen des analogen Signals

Es wurde bereits festgestellt, dass die Wandlung eines diskreten Signals in ein
kontinuierliches Signal einer Interpolation zwischen Stiitzstellen gleichkommt.
Je nach Anwendungsfall eignen sich dafiir verschiedene Verfahren. Wir ge-
ben hier nur ein Beispiel fiir eine andere, ndherungsweise Rekonstruktion des
Abtastsignals (B: Bandbreite des Signals z(t)):
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o) = > x(%) sine[r (2Bt — n)] (4.101)

Dieses Ergbnis folgt aus dem Rekonstruktionssatz (Theorem 4.10) unter Be-
achtung von z[n] = z(nT) und nach Setzen von T'=1/(2B).

Ubungen

Ubung 4.1 — Symmetrie der Fouriertransformation.

Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierte eines rein imagindren Signals jx(t)
eine konjugiert ungerade Funktion von w ist
a) unter Benutzung von Gl. (4.4)
b) durch Benutzen der Definition der Fouriertransformierten
Orientieren Sie sich an der Vorgehensweise in Beispiel 4.1.

Ubung 4.2 — Symmetrie des Betrages der Fouriertransformierten.

Zeigen Sie, dass der Betrag der Fouriertransformierten eines Signals mit kon-
stanter Phase eine gerade Funktion von w ist
a) unter Benutzung von Gl. (4.4)
b) durch Benutzen der Definition der Fouriertransformierten
Orientieren Sie sich an der Vorgehensweise in Beispiel 4.1.

Ubung 4.3 — Rundungseffekte.

a) In dem System aus Abb. 4.8 sei der Multiplikationsfaktor a = 1/2. Erstellen
Sie die o.a. Tabelle fiir diesen Fall. Wie verhélt sich das System bei Erreichen
der Quantisierungsstufe?

b) In dem selben System sei der Multiplikationsfaktor a = 1/4. Erstellen Sie
die o.a. Tabelle fiir diesen Fall. Wie verhilt sich das System bei Erreichen der
Quantisierungsstufe?

Ubung 4.4 — Bedingung fiir Schwingungen.

Verifizieren Sie, dass die in Gleichung (4.77) aufgefiihrte Bedingung a — b > 1
zu einem stabilen System fiihren kann. Unter welchen weiteren Randbedin-
gungen ist das System stabil? Verifizieren Sie, dass die zweite hergeleitete
Bedingung a — b < —3 zu einem instabilen System fiihrt.

Ubung 4.5 — Abtastung.
Beantworten Sie folgende vier Fragen:

1. Durch welche Formel 14sst sich die ideale Abtastung beschreiben? Warum?
2. Was wird durch die Abtastung diskretisiert?
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3. Tasten Sie ein selbst gewahltes Signal z(t) mit der Abtastfrequenz f4 ab
und transformieren Sie das Ergebnis in den Frequenzbereich.

4. Erstellen Sie eine Skizze von X (jw) und zeigen Sie anhand ihres Gra-
phen mit welcher Frequenz f, mindestens abgetastet werden muss, damit
X (jw) eindeutig rekonstruierbar ist.

Ubung 4.6 — Abtastung und Aliasing.

Berechnen Sie (oder schlagen Sie sie nach) die Fouriertransformierte der zeit-
lichen Normalverteilung

Konnen Sie eine solche zeitliche Funktion abtasten, mit Hilfe der digitalen Si-
gnalverarbeitung weiter verarbeiten (oder auch einfach nur ohne Verarbeitung
iibertragen) und das zeitanaloge Verhalten rekonstruieren?

Welchen Effekt beobachten Sie, wenn Sie abtasten, und warum? Liesse sich
dieser Effekt vermeiden? Liesse er sich wenigstens ndherungsweise vermeiden,
und worin besteht die Naherung? Welche Verfélschung ergibt sich damit?

Ubung 4.7 — Zahlendarstellung.

Schreiben Sie die folgenden Dezimalzahlen in Einer- sowie in Zweier-Komple-
ment-Darstellung: 3,625, -3,625

Ubung 4.8 — Quantisierung.

1. Wie lautet die Definition der Wortbreite W?

2. Bestimmen Sie die Anzahl der Quantisierungsstufen.

3. Geben Sie zwei mogliche Formen der Quantisierung an.
4. Was ist der Quantisierungsfehler und wie ist er begrenzt?

Ubung 4.9 — Quantisierungsfehler.

Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(e) fiir den Quantisierungs-
fehler e (weite Rauschquelle) beim Runden und beim Abschneiden grafisch
dar. Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz des Quantisierungsrau-
schens fiir diese beiden Fille.
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Differenzengleichungen

Bereits in Kap. 3.2 sind wir auf die Differenzengleichung als eine Beschrei-
bungsform eines zeitdiskreten Systems eingegangen. Wenn man bei gegebener
Anregung eine Systemreaktion berechnen will, muss die Differenzengleichung
geltst werden. Dies entspricht dem Ziel des Losens einer Differentialgleichung
im Bereich von zeitkontinuierlichen Systemen.

Um aus einer Differenzengleichung und gegebenen Anfangswerten eine Lo-
sung fiir die Systemreaktion zu berechnen, kénnen verschiedene Verfahren
angewendet werden. Wir wollen hier

e eine direkte Losung (in Analogie zu Differentialgleichungen),
e die Losung iiber die einseitige Z-Transformation,
e die Losung iiber Systemmatrizen

behandeln.
Zunichst sei auf folgende Merkmale von Differenzengleichungen hingewie-
sen:

1. Durch Abtastung eines kontinuierlichen Signals entstehen zeitdiskrete Fol-
gen. Wir haben es also mit Differenzen (von Folgentermen), statt mit
Differentialen (von Funktionen im analogen Bereich) zu tun.

2. Durch die LTI-Eigenschaften des Systems sind die Differenzengleichungen
linear und zeitinvariant (invariant unter Verschiebung des Folgenindex).
Insbesondere kommen Operationen wie die Multiplikation von Signalen
untereinander nicht vor (im Gegensatz zu skalaren Multiplikationen mit
einem konstanten Faktor, die der Verstarkung dienen).

3. Die ,physikalischen“ Elemente von Differenzengleichungen sind Addierer,
Multiplizierer, und Zeitverzogerer. Andere lineare Elemente wie Differen-
tiatoren und Integratoren wurden hier nicht behandelt, fiir sie stehen
Hilbert-Transformationen zur Verfiigung

4. Die physikalischen Elemente der Differenzengleichungen lassen sich in
Rechnern hervorragend abbilden.
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Wir verwenden wie schon zuvor fiir die Blockschaltbild-Darstellung die Sym-
bole in Abb. 5.1.

A afn]
x[n] - x[n-1] x[n] | Ax[n] a[n]+bjn]
| bjn]
Zeitverzdgerung Verstarkung um .
um 1 Faktor A Summation
afn] a[n]

x[n] . P(x[n]) afnjb[n] £~ alnJ-b[n]
b[n] b[n] 4=

Summation mit

Filterung Multiplikation Vorzeichen

Abbildung 5.1. Blockschaltbilder in Differenzengleichungen

5.1 Direkte Losung der Differenzengleichung

Als riickgekoppeltes System mit Verzogerungsglied und Multiplizierer sei das
Beispiel in Abb. 5.2 betrachtet. Das System ldsst sich beschreiben, indem

x[n] @D yln]
A
z! J

Abbildung 5.2. Riickgekoppeltes System

wir die einzelnen Elemente in der Reihenfolge entgegen den Pfeilrichtungen

ablesen:
y[n] = z[n] + Ay[n — 1]. (5.1)

Damit das System begrenzte Amplituden behilt, gelte |A| < 1. Die Anregung
moge mit der Sprungfolge x[n] = u[n| erfolgen.

Um eine direkte Losung zu erreichen, bilden wir analog zur Differenti-
algleichung die homogene und partikuldre Losung und verlangen wegen der
Kausalitét y[n] = 0 fiir alle n < 0. Die homogene Differenzengleichung lautet:
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yn[n] — Ayn[n —1] = 0. (5.2)

Analog zu Differentialgleichungen machen wir den Ansatz
yn[n] = ¢". (5.3)

Einsetzen von (5.3) in die homogene Differenzengleichung (5.2) liefert
gn = A und damit die homogene Losung:

ynln] = kA", k= konst. (5.4)

wobei die Konstante k noch zu bestimmen ist.
Die partikulédre Differenzengleichung lautet

ypln] — Aypln — 1] = u[n]. (5.5)

Fiir die partikuldre Losung lassen wir uns von der Beobachtung leiten, dass das
System mit der Sprungfolge angeregt wird. Nach einer sehr langen Zeitdauer
sollte die Losung der Differenzengleichung eine Konstante sein. Wir machen
also den Ansatz

Yp[n] = C, (5.6)
setzen in die partikuldre Differenzengleichung ein und erhalten C = TA
Wir miissen dabei sicherstellen, dass y[n] = 0 fiir alle n < 0 ist. Speziell

geben wir y[—1] = 0 vor und bilden die vollstindige Losung als Summe aus
homogener und partikuldrer Losung

1
=kA" + —— .
yln] = kA" + —. (5.7)
Die offene Konstante k aus (5.5) bestimmen wir mit y[—1] = 0 zu k = =5
und erhalten die Losung;:
Antt—1
yln] = ———ulnl. (5.8)

Zur direkten Losung von Differenzengleichungen siehe auch Ubung 5.1.

5.2 Die einseitige Z-Transformation

Eine andere Moglichkeit, Differenzengleichungen zu 16sen, ist die Verwendung
der einseitigen Z-Transformation. Diese stellt nichts Neues im Vergleich zur
normalen Z-Transformation dar, erlaubt uns jedoch, die Kausalitit von Sys-
temen direkt in die Transformationsgleichungen einzubeziehen.

Sei f[n] eine kausale Folge, also f[n] = 0 fiir n < 0. Das System soll na-
tiirlich auch erst fiir n > 0 reagieren. Wir wollen dies in die Z-Transformation
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einbauen. Im kausalen Bereich konnen wir dann allgemein die einseitige Z-
Transformation als die (normale) Z-Transformation definieren:

Fe(2) = ZASInl} = ) flnl". (5.9)
n=0
Bei einer Verschiebung der Eingangsfolge ergibt sich nun
ZAfIn+ml} =Y fln+mlz" =2 flnlz"". (5.10)
n=0 n=m

Bei der normalen Z-Transformation liegt die untere Grenze der Summe bei
—oo und es hitte sich somit nichts gedndert. Hier jedoch miissen wir die
untere Grenze wieder separat auf Null transformieren, um die einseitige Z-
Transformation auch auf der rechten Seite zu erhalten:

Z(flntmly == 3 flle =2 S flle = S fnlem
ZAfin+ml} = " F2) = Y flnlem (5.11)

Die einseitige Z-Transformation enthalt also die Anfangswerte explizit.

5.3 Losung der Differenzengleichung iiber einseitige
Z-Transformation

Das Losen der Differenzengleichung iiber die einseitige Z-Transformation be-
trachten wir an einem Beispiel, wodurch die Vorgehensweise klar werden soll.
Wir wihlen wieder wie oben mit |A| < 1:

y[n] — Ay[n — 1] = uln]. (5.12)
Nach Anwendung der einseitigen Z-Transformation ergibt sich aus (5.12):

Y.(2) — Az7Y,(2) — Ay[-1] = ﬁ fir |z| > 1. (5.13)

Da y[—1] = 0 ist, erhalten wir
2

R R [E= )

(5.14)
Die Riicktransformation filhren wir z.B. mit Hilfe des Residuensatzes aus,
wobei wir gleich sehen werden, dass keine komplizierten Rechnungen durch-
zufiihren sind. Wir bendttigen die Residuen der Funktion
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Zn+1

n—1 _
SRSl ey yT P

(5.15)

Da eine Kontur mit |z| > 1 zu wiahlen ist, und da |A| < 1, sind alle Pole in
der Kontur enthalten. Fiir n > —1 erhalten wir einfache Pole bei 1 und A:

Artl 1
y[n] = a1 speziell y[—1] =0. (5.16)

Fiir n < —1 erhalten wir einen zusitzlichen, —(n + 1)-fachen Pol bei z = 0.
Da dessen Residuum kompliziert zu berechnen ist, bilden wir gemaff dem
Inversionssatz im 1/z—Bereich (3.51) die Funktion

2_2 Z—n—l

SN = Ty A aa sy 00

Die Residuen dieser Funktion sind nun fiir eine Kontur mit |z| < 1 zu bestim-
men. Innerhalb solcher Konturen verbleibt der Pol bei Null. Diese Polstelle
existiert lediglich fiir n > 0, bei allen anderen Werten mit n < 0 und Kontur
mit |z| < 1 treten keine Pole mehr auf. In diesen Fallen ist y[n] = 0.

Fassen wir die Teillésungen fiir n > —1 und n < —1 zusammen, so erhalten
wir nur von Null verschiedene Beitrége fiir n > 0:

Artl 1
wie bereits zuvor in der direkten Herleitung aus Formel (5.1). Wir sehen, dass
dieser Losungsweg iiber die einseitige Z-Transformation die Anfangsbedingun-
gen bereits richtig enthélt. Dariiber hinaus wird die Differenzengleichung auf
eine systematische Art und Weise gelost.

5.4 Losung von Differenzengleichungssystemen

Wir betrachten nun das in Abb. 5.3 angegebene Beispiel, wobei u(n) eine
allgemeine Anregung sein soll (nicht die Sprungfolge).

Da es sich um ein System mit 2 Verzdgerungsgliedern handelt, definieren
wir die Zustandsgrofien (state variables) 27 und xo zur Beschreibung des in-
ternen Systemzustandes. Diese Zustandsgréfien kdnnen 2 Funktionen haben:

1. bei Systemen, die schon unendlich lange Zeit laufen, beschreiben sie in-
terne Systemzustinde lediglich als Hilfsgrofien. Die Systemgleichung lasst
sich dann — analog zu Differentialgleichungssystemen — entweder als Glei-
chung hoherer Ordnung aufschreiben oder unter Verwendung der Hilfs-
grofien als ein System von Gleichungen erster Ordnung.
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u[n]

—=y[n]

Abbildung 5.3. Beispielsystem 2. Ordnung

2. Bei (kausalen) Systemen, die ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wer-
den, kdnnen zusétzlich zur Eingangsgrofe u[0] auch die Zustandsgrofen
x[0] (die wir zusammengefasst als fett gedruckten Vektor schreiben) zum
Zeitpunkt ¢ = 0 von aufen gesetzt werden. Wegen der Linearitét des Sys-
tems sind die Zustandsgréfen im weiteren Verlauf Linearkombinationen
aus der zeitlichen Entwicklung der Anfangsgréfien x[0] sowie der System-
reaktion auf die Eingangsfolge u[n].

Wir werden beide Funktionen der Zustandsgrdfsen kennen lernen und ma-
thematisch formulieren.

5.4.1 Systemgleichungen mit Zustandsgréfien

Die Systemgleichungen erhélt man direkt durch Ablesen aus der Abb. 5.3. Wir
erinnern uns, dass wir bei der Betrachtung der Addierer-Sattigung bereits ein
dhnliches Gleichungssystem (Gln. 4.80 auf Seite 121) erhalten hatten:

(iigzi 3) - ((1) :g?) (2223) * <Z? _ Zj’,jf) u(n), (5.19)

baw. fiir y(n): ]
y(n) = (?) (”’”1(”)> + asu(n). (5.20)

x2(n)

Wir konnen nun Losungswege fiir solche Gleichungssysteme angeben. Zu-
néchst aber verallgemeinern wir das obige Beispiel auf Systeme héherer Ord-
nung. Fiir sie ergeben sich durch die hohere Ordnung M weitere Gleichungen,
wobei die im folgenden benutzten Matrizen von der Grofe M x M und die
Vektoren von der Dimension M sind:

x(n+1) = Ax(n) + bu(n) (5.21)
y(n) = c'x(n) + du(n). (5.22)
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Dabei ist A die sogenannte Systemmatrix. Alle fett gedruckten Kleinbuch-
staben sind Vektoren.
Setzen wir die erste Gl. (5.21) wiederholt (n—mal) in sich selbst ein, erhal-

ten wir:
n—1

x(n) = A"x(0) + Z A" by(m) (5.23)

und damit fiir den Ausgang eine geschlossene Losung:

Theorem 5.1 (Ausgangsverhalten einer Differenzengleichung héhe-
rer Ordnung).

n—1
y(n) = ¢ A"x(0) + du(n) + c” Z A" by(m) (5.24)

m=0

Der erste Summand beschreibt die Abhdngigkeit vom Anfangszustand, wih-
rend die folgenden Summanden den Einfluss der Eingangsfolge beriicksichti-
gen. Die Eingangsfolge u[m| wird dabei nach n Zeitschritten 0— bis (n—1)-mal
mit der Systemmatriz multipliziert, wobei die am weitesten in der Vergangen-
heit liegenden Glieder der Fingangsfolge mit den hdéchsten Potenzen von A
multipliziert werden.

Diese geschlossene Losung fiir die Ausgangsfolge hat also den Nachteil,
dass alle Werte der Eingangsfolge beriicksichtigt werden miissen. Weiter unten
werden wir aus der Ubertragungsfunktion eine (nicht geschlossene) Differen-
zengleichung M-ter Ordnung herleiten, wie sie auch aus der Funktionsskizze
direkt abgelesen werden kann. Diese Differenzengleichung enthilt Riickkopp-
lungen des Ausgangs zum Eingang, wodurch die Matrixpotenzierungen und
das Verwenden aller Werte der Eingangsfolge beseitigt wird.

Aus der geschlossenen Losung sieht man, dass Potenzen von Matrizen
berechnet werden miissen. Dies wollen wir auf zwei Wegen tun.

5.4.2 Matrixpotenzierung iiber Eigenwerte

Wir benutzen eine Zerlegung der (M, M)-Matrix A mit Hilfe der Eigenvek-
torgleichung
Av — )\Ev =0. (5.25)

Dabei ist E die Einheitsmatrix und v Eigenvektor zum zugehdrigen Ei-
genwert ). Dieses Gleichungssystem hat M Losungen (A, v), wobei fiir Ma-
trizen vom Rang R < M eine freie Wahl der Basis in einem Untervektorraum
vom Rang R — M besteht. Die Eigenwerte A\ ergeben sich aus der charakteris-
tischen Gleichung

det(A — AE) = 0. (5.26)
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Die dazugehdrigen normierten Eigenvektoren v ergeben sich nach Einsetzen
der Eigenwerte in die Eigenvektorgleichung unter zusétzlicher Beriicksichti-
gung von |v| = 1. Auch andere Normierungen sind mdoglich, allerdings miissen
alle Eigenvektoren auf denselben Wert normiert werden.

Wir schreiben nun die Eigenvektoren spaltenweise in eine Matrix V und
die Eigenwerte in eine Diagonalmatrix A. Dann gilt

A=VAV!L VV!=E (5.27)
Demzufolge bestimmen wir

Theorem 5.2 (Matrixpotenzierung iiber Eigenwerte).
A" = (VAV H" = VA"V~ (5.28)

V st dabei die Matriz der normierten Figenvektoren (spaltenweise), und die
Diagonalmatriz A = diag(\1, Ao, ..., Ay ) enthdlt die Eigenwerte. Diese erge-
ben sich aus der Losung der charakteristischen Gleichung (5.26)
det(A — AE) = 0. Die FEigenvektoren ergeben sich aus der Liosung der Ei-
genvektorgleichung (5.25): (A — AE)v = 0.

Wir kénnen damit folgende Aufwandsabschétzung geben: Eine Matrix n-
mal mit sich selbst zu potenzieren erfordert nM? Multiplikationen und nM?
Additionen.

Im Gegensatz dazu benétigen wir fiir die Losung einer Eigenwertaufgabe
ca. M? Multiplikationen (sowie ggf. die aufwiindige Losung eines algebraischen
Gleichungssystems M-ter Ordnung). Fiir die Potenzierung der Eigenwerte M
Operationen, sowie zwei (!) Matrixmultiplikationen, also 2M? Multiplikatio-
nen und 2M? Additionen.

Insgesamt sind dies ca. 3M? Multiplikationen und 3M? Additionen so-
wie die Losung eines algebraischen Gleichungssystems M-ter Ordnung. Man
erkennt also, speziell wenn M klein ist (geschlossene Losungen eines algebrai-
schen Gleichungssystems M-ter Ordnung sind bis M = 5 mdglich) und n grof,
dass diese Methode eine enorme Aufwandsersparnis bringt.

Beispiel 5.1 — Matrixpotenzierung iiber Eigenwerte.

Wir betrachten erneut das in Abb. 5.3 skizzierte System. Die System-
matrix A lautet:

(0 —bgy
A= (7). 529
Wir wihlen als Beispiel by = —3/4 und b; = 1 und erhalten
_ (03/4
A= <1 _1> . (5.30)

A" wird {iber die Eigenwerte bestimmt. Dazu 16sen wir
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A 3/4

O—det(A—/\E)_det<1 1

> A2 A—3/4  (5.31)

und erhalten A\; = 1/2 und A\ = —3/2 . Die Eigenvektoren erhalten

wir aus:
_ (=X 3/4
0—(A—)\E)V—<1 —1—)\)’

x -z +3/4y
= . - 2
(y) (1‘+ (—1—>\)y) (5:32)
Aus dieser Vektorgleichung reicht es, eine (!) Zeile zu nehmen, um
2 und y (bis auf einen Normierungsfaktor) zu bestimmen. Die ande-
re Zeile ist ndmlich wegen der Nulldeterminante linear abhéngig von
der gewahlten. (Im allgemeinen Fall von (M, M)-Matrizen reicht es,

(M — 1) Zeilen zu benutzen.) Fiir die beiden Eigenwerte ergeben sich
auf 1 normierte Eigenvektoren zu

=

3
AM=1/2: vi= (@), Ao=-3/2: wvo= (L@) (5.33)
Vi3 V5

Wir fassen Eigenwerte und Eigenvektoren zu Matrizen zusammen:

1/2 0 VERY
A= diag()\L)\g) = ( 0 _3/2) , V= [Vl,v2] = <E é)
V13 /5
(5.34)
Es gilt nun nach den Regeln der linearen Algebra:
A=VAVL (5.35)

was genau die gesuchte Diagonalisierung der Matrix A ist. Im Falle
symmetrischer Matrizen A kann die Inverse V! durch die Trans-
ponierte V7 ersetzt werden. Fiir (2,2)-Matrizen geben wir hier der
Praktikabilitat halber eine allgemeine, geschlossene Losung zur Inver-
sion an:

ab 4 =b
< ) <i é)zE, mit A = det(A) = ad — be. (5.36)
A A

Wir erhalten

und damit

3 1 n
Ar—vArv-l_ (Ve R (W2 o v
- R 0 (=3/2)" V5 =35
Vi3 V5 4
5

141
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und nach Ausfiihrung der Matrixmultiplikationen:

AT — (3/4(1/2)" +1/4(=3/2)"  3/8(1/2)" - 3/8(—3/2)”)
~\1/2(1/2)" — 1/2(=3/2)"  1/4(1/2)" +3/4(=3/2)")
(5.39)

Man iiberzeugt sich, dass sich z.B. fiir n = 0 die Einheitsmatrix, fiir
n = 1 wieder die Matrix A ergibt. Wird das System z.B. mit 2o = [0, 1]
und ohne dufsere Anregung angefahren, so ergibt sich

3 1
ln+1) — Arx(0) = viB v5 | (/2" 0 VI3 V13
=4 <°>—(—;1_z 7>< 0 <—3/2>”)({§ f)()

(5.40)
Wir kénnen die Matrixmultiplikationen (von links nach rechts), die
wir oben schon durchgefiihrt haben, benutzen. Wir kénnen aber auch,
falls wir nur am Endresultat interessiert sind, die im folgenden einmal
detailliert durchgefithrte Multiplikation von Matrizen mit Vektoren
von rechts nach links durchfiihren, was den Rechenaufwand im ganzen

verringert.
3 1 n Vi3
T (1/2) 0 s
x(n+1) = (% %) ( 0 (_3/2)n> (ﬁ) (5.41)
_ (r 7)( VI (1 jg) )_( 3{(1/2)" — (- 3/2)”})
75 75) \=E(=s/2m) — \i{(1/2)" +3(-3/2)")
O

5.4.3 Matrixpotenzierung iiber Z-Transformation

Das Systemverhalten ohne dufere Anregung ist durch den Zusammenhang
x[n + 1] = Ax[n] gegeben. Nach der einseitigen Z-Transformation erhalten
wir

zX(z) — zx[0] = AX(z) (5.42)
oder
X(2) = z(zE — A)~'x[0] (5.43)
bzw. riicktransformiert:
x[n] = Z7Hz(2E — A)"}x[0]. (5.44)

Andererseits gilt nach Gl. (5.23) aber auch x[n] = A™x[0] ohne duflere An-
regung. Vergleich der beiden Gleichungen liefert die nichttriviale Losung

A"=Z"2:E-A)"!} (5.45)

oder
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Theorem 5.3 (Matrixpotenzierung iiber Z-Transformation).
A"=Z"YHE-2'A)T (5.46)

Die inverse Z-Tansformation ist dabei fiir jeden Eintrag der Matriz vorzuneh-
men.

Dieser Zusammenhang liefert (alternativ zu der Behandlung {iber charak-
teristische Gleichungen) eine weitere Moglichkeit zur Berechnung von Poten-
zen von Matrizen. Die Riicktransformation versteht sich fiir jeden Eintrag der
Matrix. Man vergleiche mit dem Fall, dass A ein Skalar ist: dann ergibt sich
gerade der schon in der Einfithrung zur Z-Transformation genannte Fall

1

n:Z71
“ {1—a/z

} (5.47)

fiir die Folge a™ (n > 0).
Beispiel 5.2 — Matrixpotenzierung iiber Z-Transformation.

Wie schon in Beispiel 5.1 betrachten wir die Systemmatrix
_(03/4
A= (1 _1) (5.48)
Wir wollen nun die Matrix—Potenzierung iiber die einseitige Z-Trans-
formation durchfiihren. Wir setzen die Matrix A in die Gleichung:
A"=Z"YE-2tA)1} (5.49)

ein und erhalten so fiir die rechte Seite:

(E—z"1A) = ( ! _3/4Z_1> (5.50)

—z7 b 14271

Die Berechnung der inversen Matrix liefert uns:

4z 4z
4224 42—3 422+4z—-3

_ 1 (4(z—|—1)z 3z>
C 4(z—1/2)(z + 3/2) 4z 42%)°

Wir werden spater noch sehen, dass die Produktzerlegung des Nenners
(nicht zufillig) die Eigenwerte der Systemmatrix ergibt.

Zur Durchfiihrung der inversen Z-Transformation wird nun jedes Ele-
ment einzeln riicktransformiert, es ergibt sich (ggf. nach Partialbruch-
zerlegung) wieder das Ergebnis

A" =Z"H{(E-2A)} (5.52)

_ (3/4(1/2)" +1/4(=3/2)"  3/8(1/2)" — 3/8(—3/2)")
1/2(1/2)» —1/2(=3/2)™ 1/4(1/2)™ +3/4(=3/2)" )

1 4(z+1)z 3z
(E _ ZilA) — | 422+42-3 4z2+42zf3 (551)
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Auch hier hétten wir zur Berechnung von A"x[0] die inverse Z-
Transformation nicht iiber alle 4 Komponenten durchfiihren miissen.
Wegen der Linearitdt der inversen Z-Transformation gilt auch

A"x[0] = Z7H(E - z7'A)~x([0]} (5.53)

und damit, mit x[0] = [0, 1] wie oben,

422442-3

3z 3
(T S{(1/2)" — (=3/2)"}
A"x[0]=Z Y[ 153 | = (8{( - L) (5.54
. {< = =y s-3/2) - 5
Dabei waren nur die 2 Vektorkomponenten riickzutransformieren. 0O

Diese kurze Herleitung der Berechnung {iber Z-Transformationen darf
nicht dariiber hinweg t&duschen, dass das Ergebnis der Bildung einer inversen
Matrix und einer inversen Z-Transformation aller Elemente bedarf. Es gilt der
Murphy’sche Satz von der Erhaltung der Komplexitét: sie wird lediglich an
einen anderen Punkt verlagert.

Zur Losung von Differenzengleichungssystemen durch Z-Transformation
oder Eigenwertmethode siehe auch Ubung 5.3.

5.4.4 Uberfiihren in Differenzengleichung héherer Ordnung

Ein System wie in Abb. 5.3 filhrt im Allgemeinen zu einem System von k
Differenzengleichungen fiir die Hilfsgrofen x;(n) ,

x(n+1) = Ax(n) + bu(n) (5.55)
y(n) = zk(n) + agu(n) (5.56)
wobei
000..0 —b,
100 0 —b1 ag —akbo xl(n)
A=[010..0 —b . b= . x(n) =
ak—1 — arbr_1 zi(n)
0...... 01 —br_1
(5.57)

gilt. Dieses System kann man durch
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yin+k)=zr(n+k)+ aru(n+ k)
xk_l(n + k- 1) — bk—ll'k(n + k- 1)
+(ag—1 — arbr—1)u(n + k — 1) + agu(n + k)
=zp_1(n+k—1)—bp_a[yln+k—1) —aruin+k — 1)]
+ag—1u(n+k—1) 4+ apu(n + k)
=xpon+k—2)—broxr(n+k—2)
+(ag—2 — agbp—2)u(n + k —2)
—bg—1[-. ]+ ak-1...

(analoge Schritte bis z1(n + 1))
k-1 k
y(n+k) == biyn+i)+ > _ au(n+1i) (5.58)
i=0 i=0

schrittweise in eine Differenzengleichung k-ter Ordnung fiir y(n) iiberfithren.
Der homogene Teil dieser Gleichung (mit by = 1)

k
> biy(n+i) =0 (5.59)
1=0

fiilhrt mit dem Ansatz
y(n) = A" (5.60)

zu der charakteristischen Gleichung

k
> X =0. (5.61)
=0

Wir zeigen nun, dass die Losungen dieser Gleichung mit den Eigenwerten
der Matrix A identisch sind. Das heisst, det(A — AE) = 0 muss zur glei-
chen charakteristischen Gleichung fithren. Dies kann durch folgende explizite
Konstruktionsvorschrift geschehen.

1. Benutze den Determinanten-Entwicklungssatz fiir det(A — AE) wie folgt:

2. Entwickle A — AFE nach der letzten Spalte.

3. In jeder dabei entstehenden Unterdeterminante trigt nur die Diagonale
zum Wert bei.

4. Das Verfahren unter 2) ergibt als Entwicklung der Unterdeterminanten der
letzten Spalte genau Produkte (aus der Diagonalen) mit so vielen Faktoren
A, wie der Index des b angibt (siehe Gleichung unten). Alle restlichen
Faktoren haben den Wert 1.

5. Nach dieser Konstruktionsvorschrift entsteht der gesuchte Zusammenhang

k
det(A— AE) = biA" (beachte by =1) (5.62)
=0
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Die durchgefiihrte Entwicklung nach der letzten Spalte verdeutlicht das vor-
gestellte Schema (beachte by, = 1):

A0 0 ...0 —b,
1 =X20...0 —by
0 1 =Xx... 0 —bo
det(A — AE) = det
0 ... ... 1 =X —by_o
0 ... ... 0 1 —bp_1—2A
1-X20 0 -2 0 0 0
01 =X 0 0 1 =X 0
= —bo det + bl det
0...... 1 =X 0 ...... 1 =X
0...... 0 1 0 ...... 0 1
-2 0 0 0
1 =20 0
0 0 1 —X
— bg det
0 ...... 1 =X
0 ...... 0 1
+ ...+
-2 0 0 0
1 =20 ...0
0 1 =Xx...0
+ bk_g det
0 1 =X0
0 ... ... 01
-2 0 O 0
1 =X20...0
—(bk71+>\)det 0 1 =X... 0
0 ... ... 1 =X
=0 (5.63)

Man erkennt, dass in allen entstehenden Unterdeterminanten mit der Gro-
Be (k—1) x (k—1) nur die Diagonale einen Beitrag leistet. Diese enthélt genau
so viele Faktoren A, wie der Index von b angibt; die restlichen Faktoren sind
1. Es ergeben sich genau die gesuchten Potenzen von .

Das direkte Losen eines Systems von k Differenzengleichungen ist also vom
gleichen Schwierigkeitsgrad (Eigenwertaufgabe fiir eine & x k Matrix), wie
das Losen der entsprechenden Differenzengleichung k-ter Ordnung.
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Mit den Lésungen \; der charakteristischen Gleichung ergibt sich nun die
allgemeine Losung des homogenen Teils der Differenzengleichung zu

k
y(n) = Z CiAY, (5.64)
i=1

mit (zur Zeit noch) frei wahlbaren Konstanten ¢;. Diese miissen aus den An-
fangsbedingungen bestimmt werden. Die Losung einer Differenzengleichung
ist gleich der Summe aus der allgemeinen homogenen Losung plus einer par-
tikuldren (speziellen) Losung der inhomogenen Gleichung. Wir miissen also
noch eine partikuldre Losung finden. Es ist leicht zu sehen, dass eine konstan-
te Losung

Zf:o a;u(n +1)
k
Ei:o b;
die inhomogene Differenzengleichung erfiillt. Es miissen nun noch die ¢; be-

stimmt werden. Das geschieht durch Losen eines linearen Gleichungssystems
mit den gegebenen k Anfangsbedingungen y(0) bis y(k — 1) :

y(n)=C, mit C= (5.65)

y(0) AN c1 C
: = : N (5.66)
y(k—1) MLt Cr C
Beispiel 5.3 — Losung des Differenzengleichungssystems iiber
charakteristische Gleichung.
Wir wahlen (siehe Abb. 5.3) als Beispiel b = —3/4 und b; = 1 und
erhalten /
03/4
A= <1 _1> . (5.67)
Es gebe keine dufere Anregung (u(n) = 0). Somit erhalten wir die
folgende Differenzengleichung 2.0Ordnung;:
=3/4y(n)+y(n+1)+y(n+2)=0. (5.68)
Diese fiihrt zu der charakteristischen Gleichung
—3/4+ X+ X =0 (5.69)

mit den Losungen A\; = 1/2 und Ay = —3/2.
In Beispiel 5.1 wurden die Anfangsbedingungen 21 (0) = 0 und 22(0) =
1 verwendet. Das entspricht hier den Anfangsbedingungen

y(0) = 22(0) =1 und y(1) =2x2(1) = 21(0) — byz2(0) = —1.
(5.70)
Damit konnen nun die ¢; der allgemeinen Losung y(n) = c1 AT + co Ay
mit
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<—11) - (1}2 —§/2> CQ) =0 m ¢ =1/4 und c;=3/4

(5.71)
bestimmt werden. Diese allgemeine Losung stimmt mit den Ergebnis-
sen aus Beispiel 5.1 iiberein. O

Zur Losung von Differenzengleichungen hoherer Ordnung auf direktem
Weg und {iber Z-Transformation sieche auch Ubung 5.2.

5.4.5 Allgemeine Systembeschreibung im Z-Bereich

Wir wenden uns wieder der Systembeschreibung zu. Dazu wiederholen wir
noch einmal die Gln. (5.21) und (5.22):

x(n+1) = Ax(n) + bu(n) (5.72)
y(n) = c"'x(n) + du(n). (5.73)

Nach einseitiger Z-Transformation ergibt sich:
2X(z) — 2x[0] = AX(z) + bU(z) (5.74)
Y (2) = cTX(2) + dU(2). (5.75)

Auflosen dieser Gleichungen nach Y'(z) liefert
Ye(2) =" (2E — A)"'x[0]z + [¢" (?.E — A)"'b + d|U.(2). (5.76)

Wir erkennen die bereits angesprochenen 2 linear iiberlagerten Komponenten
in Y(2):

e der erste Summand ist der Systemausgang aufgrund der eingeprigten An-
fangsgrofen z[0].

o der zweite Summand beschreibt das Ausgangsverhalten aufgrund der An-
regung U(z).

Falls das System seit unendlich langer Zeit 14uft, ist der erste Summand
nicht mdglich, da die Werte x[0] durch die Systemvergangenheit festgelegt sind
und nicht eingestellt werden konnen. In diesem Fall benutzen wir die normale
Z-Transformation und erhalten

Y(2) = [c"(?E — A)"'b 4+ d|U(2) (5.77)
bzw. fiir die Ubertragungsfunktion
H(z) =c'(2:E—- A)"'b+d. (5.78)

Wir bilden die inverse Matrix in dieser Gleichung. Dazu bendétigen wir das
algebraische Komplement der Matrix (:E — A), welches wir mit (zE — A)’
bezeichnen. Es gilt:
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c'ZE-A)b
det(zE — A)
Die Pole von H(z) finden wir damit bei denjenigen z, die det(zE — A) =0

erfiillen. Dies ist aber — wie gezeigt — gerade die Gleichung zur Bestimmung
der Eigenwerte von A. Damit erhalten wir folgenden Satz:

H(z) = +d. (5.79)

Theorem 5.4 (Pole der Ubertragungsfunktion eines Differenzenglei-
chungssystems).

Die Pole der Ubertragungsfunktion eines Differenzengleichungssystems sind
identisch mit den Eigenwerten seiner Systemmatriz.

5.4.6 Zusammenhang zwischen Struktur und Z-Transformierter

Wir wenden uns nun noch einmal der Darstellung der Ausgangsgrofe y(n)
in Form einer Differenzengleichung zu. Oben haben wir gesehen, dass die ge-
schlossene Losung fiir y(n) alle Werte der Eingangsfolge «(0)...u(n) sowie
Matrixpotenzierungen verlangt. Dies liegt daran, dass eine reine Vorwdirtsls-
sung erzeugt wurde, die auf vergangene Werte des Ausgangs y(n — k) nicht
zugreift. Lassen wir solch einen Zugriff zu (damit ist das System z.T. riickge-
koppelt), so kénnen wir die Ubertragungsfunktion

Y(z) c'(zE—A)b

A =70~ Geee—a) T4 (5.80)
nach leichter Umformung in
det(2E — A)Y(2) = [cT (:E — A)'b + det(zE — A)d|U(z) (5.81)

auch zu einer Differenzengleichung M-ter Ordnung dndern — die Beschreibung
als System muss ja dquivalent zu einer Differenzengleichung hoherer Ordnung
sein.

Durch Riicktransformation erhalten wir:

Z 7 Hdet(zE—A)Y (2)} = Z7H[cT (2:E — A)'b+det(zE—A)d|U(2)}. (5.82)

Die Determinanten, wie auch der Teil in eckigen Klammern, stellen Poly-
nome M-ten Grades in z dar, so dass wir nach Riicktransformation (wegen
des Verschiebungssatzes) auf beiden Seiten eine Summe erhalten, die im all-
gemeinen alle Werte von y[n — M] bis y[n] bzw. u[n — M] bis u[n] enthélt.
Vergleicht man das mit der Differenzengleichung, die man z.B. direkt aus Bild
5.3 abliest:

boy[n — 2] + biy[n — 1] + y[n] = aoz[n — 2] + arz[n — 1] + azz[n]  (5.83)

so entspricht es offensichtlich genau dieser Struktur.
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Ubungen

Ubung 5.1 — Direkte Losung einer Differenzengl. 1. Ordnung.

Losen Sie die Differenzengleichung y(n) = u(n) 4+ ay(n — 1) mit der Kausali-
tétsbedingung y(—1) = 0 auf direktem Weg!

Ubung 5.2 — Fibonacci-Folge.

Die Differenzengleichung 2. Ordnung y(n) = y(n — 1) + y(n — 2) mit An-
fangswerten y(0) = 1, y(1) = 1 ist die rekursive Vorschrift fiir die so genannte
Fibonacci-Folge.

a) Losen Sie die Differenzengleichung auf direktem Weg! Verwenden Sie den
Ansatz y(n) = a”.

b) Zeigen Sie, dass die Differenzengleichung y(n) = y(n—1) +y(n —2)+d(n)
(also mit der Impulsfolge als Eingang) als kausale Losung ebenfalls die
Fibonacci-Folge liefert. Losen Sie diese Differenzengleichung nun mittels
normaler Z-Transformation! Vergleichen Sie ihr Ergebnis mit a)!

¢) Losen Sie nun y(n) = y(n—1) +y(n —2) mittels einseitiger Z-Transforma-
tion, wodurch Sie die passenden Anfangsbedingungen fiir die Fibonacci-
Folge direkt einbauen kdnnen.

Ubung 5.3 — System von Differenzengleichungen 1. Ordnung.

Gegeben sei ein System von Differenzengleichungen erster Ordnung
y1[n +1] = y2[n]
, 0] = y2|0] = 1.
paln 1] = ol + g V10 =220
a) Wandeln Sie das System in die Matrixform y[n + 1] = A y[n] um!
b) Ldsen Sie das System mittels Matrixpotenzierung iiber Eigenwerte!
c) Losen Sie es iiber die einseitige Z-Transformation! Was wére bei Verwen-
dung der normalen Z-Transformation zu beachten?
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Die diskrete Fouriertransformation

Das nun folgende Kapitel beschéftigt sich mit der diskreten Fouriertransfor-
mation (DFT). Diese stellt eine Anpassung der von den analogen Signalen
her bekannten Fouriertransformation (FT) an die Problematik der diskreten
Signale und ihrer digitalen Verarbeitung dar.

Im ersten Abschnitt werden die Definitionen der diskreten Fouriertrans-
formation (DFT) ausgehend von der analogen Fouriertransformation (FT)
hergeleitet. Der zweite Abschnitt geht kurz auf die Eigenschaften der DFT
ein. Dieser Teil ist bewusst knapp gehalten, da sich fiir die DFT nichts qua-
litativ Neues ergibt und daher nur die bereits bekannten Eigenschaften der
Fouriertransformation in leicht modifizierter Form zu nennen sind. Der dritte
Abschnitt befasst sich mit dem Zusammenhang der DFT zu anderen Trans-
formationen, speziell zur Z-Transformation. Im vierten Abschnitt werden ver-
schiedene Fensterfolgen vorgestellt. Abschliefend wird im fiinften Abschnitt
die schnelle Fouriertransformation (FFT) als eine mogliche Implementierung
der DFT behandelt. Hierbei wird besonders auf den Radix-2-Algorithmus mit
Reduktion im Zeitbereich eingegangen.

6.1 Herleitung und Definition

Fiir analoge Signale ist die Fouriertransformation wie folgt definiert:

X(w) = /jo z(t)e wdt (6.1)
x(t) = % /jo X (w)ed* dw (6.2)

Fiir die Bearbeitung durch ein digitales System ergeben sich hieraus einige
Probleme. Die Variablen ¢ und w sind kontinuierlich, die Grenzen liegen im
Unendlichen, die Integration fiihrt zu einer sehr aufwindigen Berechnung.
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Daher ist es angebracht, die Fouriertransformation an die Gegebenheiten in
digitalen Systemen anzupassen.

Fiir eine gewisse Vereinfachung sorgt die zeitdiskrete Fouriertransforma-
tion (TDFT). Sie kann auf zeitdiskrete, bandbegrenzte Signale angewendet
werden und ist folgendermafsen definiert:

X(w)= Y alkle 7" (6.3)
k=—oc0
z[k] = % :T X (w)ed“* T q(wT) (6.4)

Aufgrund der diskreten Zeitachse kann bei der Hintransformation die Integra-
tion durch eine Summation ersetzt werden, bei der Riicktransformation kann
die Integration auf die begrenzte Bandbreite beschrinkt werden. Damit sind
aber nur einige der Probleme der analogen FT gelost.

Zur weiteren Vereinfachung soll nun auch die Frequenz w diskretisiert wer-
den. Dazu definiert man N diskrete Frequenzen innerhalb der Bandbreite (2
des Signals:

N 21 21
W= nwy = N = N beachte 2= T (6.5)
Setzt man dies in die Gleichung der zeitdiskreten FT ein, so erhélt man:
X(w)= Y alkle/“*" (6.6)
k=—oc0
X(n)= > alkle™ k= N gwik. (6.7)
k=—oc0 k=—o00

Dabei ist ‘2
Wy =e % (6.8)

der komplexe Drehoperator. Seine Bedeutung lasst sich anschaulich in der
komplexen Ebene erkldren. Man stelle sich vor, der Einheitskreis wird von NV
Zeigern in gleich grofe Sektoren geteilt. Dann représentiert jeder dieser Zeiger
eine Potenz von W . Mit wachsender Potenz durchléuft der Drehoperator den
Einheitskreis #hnlich einem Uhrzeiger. Ist der Umlauf bei W ~' beendet,
beginnt er fiir W4 von neuem. W} ist also periodisch mit der Grundperiode
N:

Wk = whtiN — gk med M) -y e, (6.9)

Dabei steht mod fiir den Modulo-Operator, dessen Ergebnis dem Rest bei
der ganzzahligen Division entspricht.

Um die Periodizitit von Wy ausnutzen zu kdnnen, teilen wir nun die un-
endliche Summe in Blocke von je N Summanden. Danach erfolgt eine Index-
verschiebung, die alle Teilsummen in den Bereich k = 0... N — 1 iiberfiihrt.
Damit ergibt sich
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oo

X(n)= Y a[kWyk

k=—0o0

=z
L

2N—-1 3N-1
=) alkWRE D alk]WRE 4 Y sk 4.
k=N k=2N

x>
Il
=)

=

N—-1
= D alk] WA+ ST alk + WY
k=0

+ 57 2k + 2NN (6.10)

2
)—‘g

El
o

Die Periodizitit (Gl. 6.9) des komplexen Drehoperators Wx mit Vielfachen
von N wird nun ausgenutzt, um die Folgegliedern z[k] periodenweise zu sum-

mieren. N1
X(n)=>Y [ > alk+rN]| WRE (6.11)
k=0 Lr=—c0
Definiert man nun z[k] wie folgt
ikl = Y alk+rN], (6.12)
so erhdlt man: N1
X(n)= > a[kIWg. (6.13)
k=0

Damit ist die Transformationsformel vom Zeit- in den Frequenzbereich ge-
funden.

Als ndchstes muss eine Moglichkeit definiert werden, aus dem Frequenz-
bereich zuriick in den Zeitbereich zu gelangen, das ist die inverse diskrete
Fouriertransformation (IDFT). Dazu wird von einer weiteren Eigenschaft des
komplexen Drehoperators Gebrauch gemacht. Summiert man diesen namlich
iiber eine Periode, ergibt sich die Summe null:

N-1
> wg =o. (6.14)
k=0

Auch dies kann man sich leicht in der komplexen Ebene veranschaulichen.
Potenziert man den Drehoperator mit einer weiteren ganzen Zahl n, so wird
der Einheitskreis nicht nur einmal, sondern n mal durchlaufen. Es ergibt sich
aber weiterhin die Summe null, es sei denn n nimmt den Wert null an. In
diesem Fall gilt:

N—

=

N-1 N-1
P27
W= e ddH0=3""=N (6.15)
k=0 k=0 k=0
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Mit Hilfe der Diracfolge ldsst sich dieser Zusammenhang wie folgt beschreiben:
N-1
> WA = Nd[n]. (6.16)
k=0

Fiir die inverse DFT kann man nun vermuten, dass wie schon bei der analogen
Fouriertransformation eine starke Ahnlichkeit zwischen Hin- und Riicktrans-
formation besteht. Daher liegt der folgende Ansatz nahe:

N—1[N-1 N-1 N-1
X YWy = ERWEE | W = ST k) S et
N

=0 Lk=0 k=0 n=0
-1

2

Z[k] (N6[k —m])

I
(=)

k
Ni[m] (6.17)

Somit ist auch die inverse DFT gefunden.

Es bleibt das Problem, dass es sich bei Z[k] um eine Summe von Folgeglie-
dern der eigentlich gesuchten Folge x[k] handelt. Dieses Problem tritt aber
nicht auf, wenn es sich bei z[k] um eine endliche Folge handelt, die weniger
als N aufeinander folgende Glieder hat. In diesem Fall gilt x[k] = Z[k] . Somit
ist die DFT fiir eine endliche Folge z[k] der Linge L < N eine eineindeutige
Transformation.

Weiterhin ist zu beachten, dass (vgl. Gl. 6.9)

mN)n k(n+mN n
W {FrmNIn _ g kntmN) _ yyk (6.18)
WJ(V—k—i-m,N)n _ W]l\e](—n+m,N) _ Wﬁkn (619)

fiir alle m € Z. Sowohl X (n) wie auch z[k] erscheinen in der DFT also peri-
odisch (in N) nach beiden Seiten fortgesetzt. Ggf. sind dabei aliasing-Effekte
zu beachten. In der Interpretation der DFT als Stiitzwerte der analogen FT
bedeutet das folgendes: Werden die N zur Bestimmung der (I)DFT benutzten
Werte als Abtastwerte einer analogen Funktion im Intervall ¢ = [0, (N — 1)T]
bzw. w = [0, (N — 1)wp] interpretiert, so ist diese analoge Funktion periodisch
fortzusetzen, damit DFT und analoge FT dieselben Werte ergeben. Ist also
insbesondere die analoge Funktion selbst bereits periodisch, z.B. im Zeitbe-
reich mit der Periode 7", so ist fiir die Abtastung und Weiterverarbeitung
mit der DFT NT = mT’ mit m € N zu wihlen. Wird diese Regel verletzt,
so kommt es zum so genannten Leckeffekt (engl. leakage). Diese Bezeichnung
rithrt davon her, dass anschaulich die Hauptspektrallinie in die benachbarten
diskreten DFT-Werte ,leckt” und damit das linienférmige spektrale Verhalten
verschmiert wird. Siehe auch Beispiel 6.1(c).

Wir fassen unsere Erkenntnisse {iber die diskrete Fourier-Transformation
wie folgt zusammen:
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Theorem 6.1 (Diskrete Fourier-Transformation (DFT)).

N-1 N-1
DFT: X(n)= Y a[kl]Wi* =" afkle I ¥kn (6.20)
=0 k=0
1 N—
IDFT: z[k] = — SR = N kn 21
o[k] = + k; (MW" = & Z:j (6.21)

Die Werte der (I)DFT sind periodisch in N. Fir endliche Folgen x[k] bzw.
X(n) der Linge L < N sind die Werte der (I)DFT an den Stellen t = kT
bzw. w = nwy = n% = n% identisch zur analogen (inversen) Fourier-
Transformation einer periodisch fortgesetzten (mit Perioden NT fir die DFT
bzw. 2 = Nwy fir die IDFT) analogen Funktion. Ist diese analoge Funktion
selbst 1m Zeitbereich periodisch in T', und soll die DFT das Spektrum dieser
Funktion liefern, so ist fir die DFT das Zeitfenster NT = mT’ mitm € N zu
wdhlen. Wird diese Relation verletzt, so kommt es zum Leckeffekt. Dasselbe
gilt dquivalent fir die IDFT bei Vertauschung von Zeit- und Frequenzbereich.

Beispiel 6.1 — DFT fiir eine Winkelfunktion.

Die Funktion z(t) = cos(t) hat nur Spektrallinien bei |w| = 1.

a) Sie werde an N Stellen ¢t = k - 27/N abgetastet, also T' = 27r/N.
Wir ermitteln die Spektralwerte bei den Frequenzen w = n<k NT =n
mit Hilfe der DFT fiir N =2und N =4. Dawg = £& = 1, entspricht
direkt Xppr(n) = X(w = n).

b) Wir verdoppeln T. Wie lautet das Ergebnis jetzt? Argumentieren
Sie, und berechnen Sie.

c¢) Wir halbieren T'. Wie lautet das Ergebnis jetzt? Argumentieren Sie
lediglich.

Losung:

a) Fir N = 2 lauten die Abtastwerte z[0] = 1, z[1] = —1. Daraus
ergibt sich

X(0)=1-1=0,

X(1)=1-e7970 —1.e7dml =2,

Fir N = 4 lauten die Abtastwerte z[0] = 1, z[1] = 0, z[2] = —1,
z[3] = 0, und daraus

X0)=140—-14+0=0,

X(1)=1-e9/20 _1.¢73(7/2)2 = 9,

X(2)=1-e97/220 _1.=i(7/2)22 —

X(3)=1-e9(7/230 _ 1. =i(7/2)3:2 — 9,

Im Fall N = 4 erhalten wir eine zuséatzliche Spektrallinie bei w = 3.
Dies ist ein Resultat der Periodizitdt der DFT im Frequenzbereich
mit der Periode N. Da z(t) = cos(t) eine Spektrallinie bei w = —1
besitzt, erhalten wir allgemein im Frequenzbereich immer eine zusétz-
liche Spektrallinie bei n = N — 1 (aliasing). Im Fall N = 2 fallen diese



156

6 Die diskrete Fouriertransformation

beiden Linien zusammen, da 1 = n = N — n gilt. Wir sehen also nur
eine Linie mit doppeltem Betrag 2. Fiir N = 4,8,16,... existieren
diese Uberlappungen nicht mehr, die Spektrallinien haben dann den
Wert X (n) = N/2. Zu weiteren Betrachtungen siche Ubung 6.3.

b) Bei Verdoppelung von T wird die Funktion {iber 2 Perioden abge-

tastet. Wegen wy = 2% = 1/2 wiiren die Spektrallinien bei n = 2 und
n = —2 zu erwarten, sowie bei Verschiebungen dieser beiden Linien um

Vielfache von N. Fiir N = 2 betrachten wir die Frequenzwerte [0, 1]. In
diesem Intervall erhalten wir keine Spektrallinien im Basisband. Aus
Seitenbéandern erhalten wir jedoch Werte durch Verschiebung (mar-
kiert durch <>) fiir n = 2— <2 >=0und n = =2+ < 2 >= 0.
Insgesamt existiert der Wert bei n = 0 also doppelt, andere Spek-
tralanteile existieren nicht im Intervall.
Fir N = 4 betrachten wir die Frequenzwerte [0, 3]. In diesem Intervall
erhalten wir eine Spektrallinien im Basisband bei n = 2. Aus Seiten-
bandern erhalten wir Werte durch Verschiebung (markiert durch <>)
fiir n = —24 < 4 >= 2. Insgesamt existiert der Wert bei n = 2 al-
so doppelt, andere Spektralanteile existieren nicht im Intervall. Fiir
N = 8,16, ... existieren diese Uberlappungen nicht mehr, die Spek-
trallinien haben dann den Wert X (n) = N/2.
Die Rechnung zeigt folgendes:
Fiir N = 2 lauten die Abtastwerte x[0] = 1, z[1] = 1, und daraus
X(0)=1+1=2,
X(1)=1-e ™04 1.9l = 0.
Fir N = 4 lauten die Abtastwerte z[0] = 1, z[1] = -1, z[2] = 1,
z[3] = —1, und daraus
X0)=1-1+1-1=0,
X(1) =1-e90/2D0 _ 1. e7i(®/21 1. e=i(n/2)2 _ 1. =i(7/2)3
1+5—-1-4j=0,
X(2) =16 (/220 1. o=i(m/2):21 | 1 .e=i(n/2):22 1. o=i(r/2)2:3 —
1+14+1+1=4,
X(3) =16 I(T/2)30 1. o=i(m/2):31 | 1 .e=i(n/2):3:2 1 o=i(r/2)3:3 —
1—-5—-1+4=0,
c) Fiir halbiertes T wird nur eine halbe Periode der Funktion z(t) =
cos(t) abgetastet. Da die DFT die Funktionen als periodisch (mit NT')
fortgesetzt betrachtet, entspricht dies der analogen Fouriertransfor-
mierten der stiickweise definierten Funktion z(t) = cos(t — k - ) fiir
t = [kn...(k + 1)7). Diese Funktion hat bei allen Werten km einen
Sprung der Héhe —2. Da die DFT an den Abtastwerten der analogen
Fouriertransformierten dieser Funktion entspricht, erhilt man durch
diesen Leckeffekt ein vollig anderes Ergebnis, das sich auch durch ali-
asing nicht auf die DFT der Félle a) und b) zuriickfiihren 14sst. Das-
selbe Resultat gilt immer, wenn nicht mit ganzzahligen Vielfachen der
Periode der urspriinglichen Funktion abgetastet wird.

O
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6.2 Zusammenhang zwischen DFT und anderen
Transformationen

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass es sich bei der DFT um eine ein-
eindeutige Transformation fiir endliche Folgen mit L < N handelt. Daraus
folgt, dass X|[n] in einer eindeutigen Beziehung zu anderen transformierten
Grofsen stehen muss. Dies soll hier anhand der Z-Tansformation gezeigt wer-
den, zur weiteren Vertiefung sei beispielsweise auf (Follinger, 2000) verwiesen.
Die Z-Transformation ist fiir eine Folge der Linge L wie folgt definiert:

= Y i) = 3 (UDFT (X[n]}) =

N-—
1 Z 2x
= (N DFT 6‘7 k) -k (622)

Auf dem Einheitskreis der Z-Ebene, also fiir z = ¢/*7 = ¢/? mit & = wT
erhilt man:

L1 _2 -
ZXDFT Zeﬂ‘Pk mit <p_nﬁ—@ (6.23)
k=0

Die innere Summe hat die Form einer geometrischen Reihe. Anstatt das Ergeb-
nis einfach anzugeben, wollen wir es hier zu Demonstrationszwecken einmal
explizit berechnen. Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor und
Indexverschiebung erhilt man:

L-1 1 = 1 L-1 L
Z eIk — — (1 —e Jsa) Z elek — — (Z eJek _ Z ewk>
n=0 n=0 0 n=1

1 L—1
- Jjek _ Jjek _ (0 JjeL
Ty (7;] e lz e e + e )

1 A 1 —elel
_ _ L jeLly _
= 1w (1—e%F) = 1 oiv (6.24)
Unter Verwendung der Beziehung
_ 1, . »
sin(a) = %7 (e?* —e™7%) (6.25)
J

erhalt man durch weiteres Umformen
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Lz_lejwk 1—eel eiLe/2) _ e—i(Le/2) _ gi(Le/2)
T 1 —ede  eile/2) e—i(¢/2) _ ¢ilp/2)

n=0

i 5(L-1) (6_'7(_Lw/2) - ejj(LWz))/?j _ pi(e-1)p/28(Lp/2)
(e=i(e/2) — ¢i(¢/2))/2; sin(p/2)
sin(L/2)
sin(p/2)
Die Funktion p(¢, L) wurde schon einmal im Zusammenhang mit der Rekon-

strunktion endlicher Signale (Abschn. 4.4.4) betrachtet. Die Abb. 6.1 zeigt
noch einmal ihr Aussehen.

=elL=De2p(p L) mit p(p, L) = (6.26)

(@) N=5 ) (b) N=20
/ sin(Nx) / / sin(Nx) /
N sin(x) N sin(x)
1 1
04 ¢ , " 0
5 0 5 5 0 5 x

Abbildung 6.1. Verlauf der Funktion |sin(Nz)/N sin(z)| mit N = 5 bzw. N = 20

Der Betrag der Funktion p(¢, L) nahert sich fiir groffe L immer mehr einer
Summe von Delta-Funktionen fiir ¢ = 2k7 an, denn hier hat die Nennerfunk-
tion ihre Nullstellen. Nach der Regel von L’Hospital erhdlt man an diesen
Stellen:

- sin(Lg/2) {9] — lim L/2 (cos(Lp/2)) _ , cos(mrLl) _ L(—l) rkL
p—2mr sin(p/2) 0 p—2mr 1/2 cos(p/2) cos(mr) (-1~
lim p(p,L) = (-1) "E=VL (6.27)

p—27r

Dies entspricht genau dem Verhalten in Abb. 6.1.
Setzt man das Ergebnis fiir die innere Summe (6.26) in die Gl. (6.23) ein,
erhilt man:

Theorem 6.2 (Interpolationseigenschaft der DFT).

N-1
: 1 I (2 _ — 27
X(e?) = = E Xppr[n)ezF )& UP(”W —®,1L) (6.28)
n=0

Fiir allgemeine Frequenzen w = ®/T interpoliert Gl. (6.28) also die Spektral-
werte aus den Werten der DFT. Fiir die exakten Stitzfrequenzen der DFT,
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w = 0n/N, liefert Gl. (6.28) die genauen Werte

n L
X(a) = QN) = NXDFT[H} (629)
Um Gl. (6.29) zu zeigen, betrachten wir die Funktion p(¢, L) fiir alle Stellen
¢ = 27r. Hier gilt:

gp:n%—@ — 27TT:n2N7T—wT —
w:%(%—r)zﬁ(%—r) (6.30)

Damit ergibt sich aus Gl. (6.28) mit Hilfe von Gl. (6.27):

1 j _

X (w= 2 =) = T Xprrlet ™ EDp(2nr, L)
1
_ 1y r(L-1) ((_qY\ r(L-1)
~Xprr[)(-1) "ED ((<1) ")

Da das Signal bandbegrenzt sein soll, liegt w innerhalb der Bandbreite (2.
Dies ist nur fiir r = 0 erfiillt. Es gilt also:

n L
Xw=0N—-)=—=X 6.32
(w N) NADFT [n] (6.32)
Dies ist der Zusammenhang, der zu zeigen war. ad

Die DFT stellt also nur einen eindeutigen Zusammenhang zwischen den
Spektralwerten bei den diskretisierten Frequenzen und den Amplitudenwerten
bei den diskretisierten Zeitpunkten dar. Bei anderen Frequenzwerten gilt die
Interpolation nach Theorem 6.2.

Beispiel 6.2 — Interpolation mit DFT.

In Beispiel 6.1 hatten wir die Funktion z(t) = cos(t) betrachtet. Wir
hatten fiir die Zeitfenster NT € {2747, 7} und fir N € {2,4} die
DFT berechnet.

Wir untersuchen nun fir N7 = 27 und N = 2, welche Form das
aus den Spektralwerten der DFT rekonstruierte Spektrum von xz(t)
annimmt.

Losung:

Fiir N = L = 2 lauten die Abtastwerte z[0] = 1, z[1] = —1 und die
Spektralwerte X (0) = 0, X (1) = 2. Mit Hilfes des Interpolationstheo-
rems 6.2 erhalten wir
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1

. 1 (g Sin(n 2w — 2@
X(@*) = 3 3" Xprrlledtr g)Sin(n 2m — 29)

= sin(nm — P)
_ 6%(7‘.7@) Sin(27r — 2@)
sin(m — @)
. l‘(_@) Sln(2¢)
- sin(P)
und mit ¢ = wT = w27 /N = wm:
j in(2wm)
X — 2 (—wm) Sln( .
(w)=—je? En (6.33)

Speziell fiir die interessierende Frequenz w = 1 gilt also

X(w=1) = — lim sin(2wm)

=2
w—1 sin(wm)

das heisst wir haben bestétigt, dass X (w = 1) = Xppr(w = 1). Fiir
andere Frequenzen gilt

X ()] = 51?[1(2w7r)

sin(wm)

Die urspriingliche Spektrallinie X (w) = §(1), die aus der analogen FT
von z(t) = cos(t) hervorging, wird also bei Interpolation aus den Wer-
ten der DFT ,yerschmiert” geméss Gl. (6.33). Je grosser N ist, um so
geringer ist diese Verschmierung, und das interpolierte Spektrum ist
immer stirker konzentriert bei w = 1. Diese stirkere Konzentration
kann am Betrag des interpolierten Spektrums betrachtet werden, der
sich fiir wachsende N wie in Abb. 6.1 verhilt. Zu weiteren Betrach-
tungen zur Interpolation bei einer einzelnen Spektrallinie siehe Ubung
6.4. a

Damit aus den durch die DFT erhaltenen Spektralwerten die urspriing-
liche Zeitfolge der Lange L rekonstruiert werden kann, miissen mindestens
N = L Abtastwerte vorhanden sein, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wur-
de. Man kann die Anzahl N dariiber hinaus aber beliebig erh6hen. Dadurch
erhilt man eine Uberabtastung (engl. oversampling) und das Spektrum wird
an mehr Stellen dargestellt. Im Grenzfall fiir N — oo erhielte man wieder
das kontinuierliche Spektrum selbst. Ein Informationsgewinn ergibt sich durch
die Uberabtastung allerdings nicht, zur Rekonstruktion des urspriinglichen Si-
gnals geniigen N = L Werte. Uberabtastung wird aus Sicherheitsgriinden be-
nutzt, z.B. bei optischen Speichermedien (CD): werden einzelne Werte falsch
abgetastet oder abgelesen oder gehen verloren, so ist die Qualitétseinbusse bei
Uberabtastung geringer.
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x[k]
1
O —
-1
0 2 4 6 810 12 g
X(n) X(n)
N=L N=2L
01- = 01-
0 2 4 6 81012 , 0 4 8 121620 24

Abbildung 6.2. Abtastung einer zeitbegrenzten Signalfolge mit doppelt so vielen
Abtastwerten. In beiden Féllen sind die Frequenzwerte der Abtastfolge exakt.

Beispiel 6.3 — Uberabtastung.

Ein Beispiel fiir Uberabtastung zeigt die Abb. 6.2. Eine zeitbegrenzte
Signalfolge mit L = 12 Werten wird mit N = 12 und N = 24 abge-
tastet. In beiden Fallen sind die Frequenzwerte der Abtastfolge exakt,
und die Folge ist auch exakt rekonstruierbar, da das Abtasttheorem
erfiillt ist. Es ergibt sich kein Informationsgewinn durch Uberabtas-
tung. O

6.3 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Die Eigenschaften der DFT entsprechen im wesentlichen denen der analogen
Fouriertransformation, es muss lediglich eine Anpassung an die diskreten Wer-
te im Zeit- und Frequenzbereich vorgenommen werden. In Tabelle 6.1 werden
die wichtigsten Eigenschaften kurz aufgelistet.

Eigenschaft Formel
Definition DFT{z[k]} = X[n]

IDFT{X[n]} = z[k]
Linearitét DFT{az1[k] + Bz2[k]} = aXi1[n] + BX2[n]
Zeitverschiebung DFT{z[k +i]} = X[n]Wy™
Frequenzverschiebung[IDFT{ X [n + i]} = x[k]WX
Faltung DET{z1[k] * z2[k]} = X1[n]X2[n
Multiplikation DFT{z1[n]z2[n]} = X1[k] * Xo[k

Tabelle 6.1: Eigenschaften der Diskreten Fouriertransformation.
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6.4 Fensterfolgen

Die diskrete Fouriertransformation kann nur auf endliche Folgen einer be-
stimmten Lange sinnvoll angewendet werden. Eine endliche Folge der Lange
L gewinnt man durch die Multiplikation mit einer sogenannten Fensterfolge
(engl. window). Im einfachsten Fall ist dies das Rechteckfenster:

1 firk=0...L—-1
wlk] = { ur k=0 . (6.34)
0 sonst

Multipliziert man w[n] mit der Folge z[n], so erhilt man deren Glieder
von 0 bis N — 1:

wlk]z[k] = zn[k] = [2[0], z[1],... z[L — 1]] (6.35)
Im Frequenzbereich entspricht die Multiplikation einer Faltung:
DFT {w[k]z[k]} = Wn] x X[n] (6.36)

Die Fouriertransformierte der Rechteckfunktion ist eine sinc-Funktion (sie-
he Abb. 6.3a). Bei deren Faltung mit der Frequenzfolge des Signals ergibt sich
ein ungiinstiges Frequenzverhalten. Es entstehen Uberschwinger, die sich auch
mit beliebig vielen Stiitzstellen im Frequenzbereich nicht beseitigen lassen, das
so genannte Gibbssche Phinomen.

Dabher sollen nun einige gebrauchliche Fensterfolgen vorgestellt werden, die
zu giinstigeren spektralen Eigenschaften fiihren. Alle hier erwdhnten Folgen
lassen sich nach dem folgenden Cosinus-Schema definieren:

wlk] = {a + Beos(2miEs) + yeos(drts) fir 0<k< N -1 . (637)

0 sonst,

Nach ihren Parametern kann man nun vier Fensterfolgen unterscheiden. Das

Rechteck
Hanning

wRem] 11 0] 0
w™[n]]0,5(0,5] 0
Hamming|w™™[n]]0, 54[0, 46| 0
Blackman| wP'[n] [0, 42| 0,5 |0, 08
Tabelle 6.2: Parameter der Fensterfolgen nach dem Cosinus-Schema

einfachste und bekannteste der aufgefiihrten Fenster ist das Hanningfenster?.
Es fiihrt im Vergleich zum Rechteckfenster zu einer wesentlich besseren Damp-
fung im Sperrbereich (siehe Abb. 6.3b). Dieser Vorteil wird mit einem doppelt
so breiten Durchlassbereich erkauft.

! In der Literatur ist ebenfalls die (richtige) Bezeichnung Hann-Fenster gebriuch-
lich.
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(a) Rechteck-Fenster |Fre

Fo (1
WRe[n] 0dB - Re( )

Ny /7 -20dB My
-60 dB {F------------
0] 7 -180dB :’i‘
0 05 1N 0n/16 x ©
(b) Hann-Fenster |F
wy,Ini Fun(1)
Hn' 0dB - Hn
] -30dB -
-60 dB 1A
!
0 l 77 -180 dB '~E
0 05 1N 0 /8 @
(c¢) Hamming-Fenster
w,,_[n]
m l 0dB -
/%f///ﬁ 2%;? _
1 / :/ 40dB 4
7 -60dB t
01 7 77 -180 dB ;
/s
0 05 1N 0 w8 nQ
(d) Blackman-Fenster |Fgl
w g, [n] Fg (1)
0dB 1
1 -60 dB {-bao-------—-
0 -180dB . |
0 37/16 0

Abbildung 6.3. Verschiedene Fensterfolgen im Zeit- und Frequenzbereich.
a) Rechteckfolge, b) Hanningfolge (auch Hannfolge genannt), ¢) Hammingfolge,
d) Blackmanfolge
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Das Hammingfenster stellt eine Optimierung des Hanningfensters dar.
Wurden bei diesem die Parameter oo und (3 eher intuitiv mit zweimal 0,5 be-
legt, so werden sie bei der Hanningfolge so gewahlt, dass das Hauptmaximum
im Sperrbereich minimal wird. Obwohl der Unterschied in den Parametern
nur gering wirkt, kann so die minimale Sperrddmpfung um 10dB erhoht wer-
den(siehe Abb. 6.3c). Der Durchlassbereich entspricht dem der Hanningfolge.

Eine weitere Moglichkeit der Fensterung stellt die Blackmanfolge dar. Hier
wird eine hohere Sperrddmpfung gegeniiber den Hanning- und Hammingfens-
tern dadurch erreicht, dass ein noch breiterer Durchlassbereich in Kauf ge-
nommen wird (siehe Abb. 6.3d).

Die Tabelle 6.3 zeigt noch einmal zusammengefasst die Eigenschaften der
einzelnen Fenster.

Name |Fensterlinge|Durchlassbereich|{min. Abs. Ma-
N s Sperr- ximalwert
dampfung |des Spek-
Amin trums
(Tschebyscheff-Fenster)
Rechteck (32 /16 13 (21) 32 = N(20)
Hanning |32 27 /16 32 15,6 = N/2
Hamming|32 27 /16 42(47) 16,8(16,6)
Blackman|32 3m/16 58(74) 13,0(14, 3)

Tabelle 6.3: Eigenschaften der verschiedenen Fensterfolgen.
In Klammern: Werte unter Verwendung des Tschebyscheff-Fensters

Im Vergleich zu den hier genannten Fensterfolgen kann die Sperrdamp-
fung durch die Verwendung der sogenannten Tschebyscheff-Fenster weiter
erhoht werden, ohne dass dies zu einem breiteren Durchlassbereich fiihrt.
Tschebyscheff-Fenster erreichen die optimale Sperrddmpfung bei gleichmés-
siger Approximation im Sperrbereich. Da die theoretische Behandlung dieser
Fensterfolgen recht aufwindig ist, sollen sie hier nur am Rande erwihnt sein.
Die resultierenden Sperrdampfungen und Maximalwerte sind in obiger Tabelle
in Klammern so angegeben, dass sie zu denselben Fensterlingen und Durch-
lassbereichen korrespondieren wie die entsprechenden Fenster des Cosinus-
Schemas. Man erkennt, dass eine 5 — 16dB héhere Dampfung erreicht werden
kann. Dariiber hinaus sieht man, dass vor allem das Hamming-Fenster bereits
eine sehr gute Anndherung an das korrespondierende Tschebyscheff-Fenster
darstellt, was seine breite Verwendung erklart. Ndheres zum Tschebyscheff-
Entwurf wird unter dem Thema ,Digitale Filter“ , z.B. in (Kammeyer und
Kroschel, 2002; von Griinigen, 2001) behandelt.
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6.5 Die schnelle Fouriertransformation (FFT)

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Implementierung der DFT. Es soll
gezeigt werden, wie mit geeigneten Algorithmen der erforderliche Rechenauf-
wand erheblich reduziert werden kann. Ausgangspunkt ist die am Anfang des
Kapitels hergeleitete Definitionsgl. (6.20):

N,
Xprrn] = ) a[k]WA" (6.38)
k=0

—

Fiir die rechnergestiitzte Bearbeitung des Problems bietet sich das Matrix-
schema an. Damit erhélt man fiir den Zusammenhang zwischen der Zeitfolge
f[n] und der Frequenzfolge F'[n] folgende Schreibweise:

F[o] . b £[0]

F[1] 1wy Wi Wyt 11

F2l ||t wi o owh Y 2l (6.39)
FIN — 1] iwjfj—l WfV(}V—l) W1<VN.—1>2 JIN 1]

Zur Losung dieser Matrixmultiplikation sind N? komplexe Multiplikationen
und eben so viele komplexe Additionen notig.

Eine hiufig verwendete Moglichkeit zur Verringerung der nétigen Opera-
tionen ist die schnelle Fouriertransformation (engl. Fast Fourier Transfor-
mation, FFT), siehe auch (Brigham, 1995). Diese lisst sich wie folgt aus der
DFT herleiten. Zunichst wird vorausgesetzt, dass IV eine Potenz von 2 ist.
Ist dies nicht der Fall, kann dieser Zustand leicht durch das Anhingen von
Nullen (zero padding) hergestellt werden. Nun teilt man den Vektor der Zeit-
folge f[n] in einen Vektor fy der geraden Folgeglieder und einen Vektor f,
der ungeraden Folgeglieder. Dann multipliziert man beide mit einer Matrix U
bzw. V so, dass die Summe beider Produkte gerade den Vektor F; der ersten
N/2 Folgeglieder der Frequenzfolge F[n] ergibt.

Damit erhdlt man die folgende Gleichung:

Fi =V, + Uf, =F; + F, (6.40)

oder in ausgeschriebener Form
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FIo] L1 Lo [ £[0]

F[1] I Uif Wy o Wyo 2]

PRl | |1 wi ws o w2 4]

&7 ) 2 N 2—1 4 N 2—1 ‘ N*Q. N/2—-1 -_

FIY ) | ROV a2 e vzey [\ FIN g

1 1 1 1 fI1]

Wy Wi Wy V%V *11)2 3]

+ Wy VR Wy Wy Bl (6.41)

/2L 3WN/2=0 g SN2 N DN/ T FIN - 1]

Wenn man die beiden Matrizen U und V zeilenweise miteinander vergleicht,
kann man erkennen, dass diese in einfacher Weise voneinander abhingen. Diese
Abhéngigkeit kann man mit Hilfe einer Diagonalmatrix D wie folgt beschrei-
ben:

W9 0 0 - 0
0 WL 0 - 0
2
u=| 0 0 Wy 0 Jy_pv. (6.42)

0 0 0 - wy*!
Damit lassen sich die ersten N/2 Glieder der Frequenzfolge nach folgender
Vorschrift berechnen:

F, = Vf, + DVf, = F, + F,. (6.43)

Die Frage ist nun, ob sich auch die zweite Halfte der Frequenzfolge mit
diesen Ergebnissen bestimmen ldsst. Dafiir nutzt man die Tatsache, dass jedes
Element des Vektors Fo der Frequenzfolgeglieder N/2 ... N —1 gegeniiber dem
entsprechenden Element des Vektors F; um N/2 verschoben ist. Setzt man
dies in die Definitionsgleichung ein, so erhalt man:

N-1 N-1
XIN/24+m] =S alk]Wrd/2m) = N7 k) ed FHN/24m)
k=0 k=0
N-1 N—-1
= afkle IR REm = N p[k](—1)ke I Fhm
k=0 k=0
N—-1 N-1
= k) (~1)Fe IFrm 4 N glk](—1)ke I FEm
k=0,gerade k=1,ungerade
N—-1 N—-1
= eI FEm — N keI WA (6.44)

k=0,gerade k=1,ungerade
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Die Verschiebung um N/2 hat also zur Folge, dass der ungerade Anteil nicht
addiert, sondern subtrahiert wird:

F, = Vf, - DVf, = F, — F,. (6.45)

Damit ist also ein Weg gefunden, die gesamte Frequenzfolge aus den Vek-
toren f; und f, sowie den Matrizen D und V zu bestimmen. Somit muss nicht
mehr mit einer Matrix vom Format (N x N), sondern zweimal mit einer Ma-
trix vom Format (N/2 x N/2) gerechnet werden. Dafiir sind nur halb so viele
Operationen notwendig. Zusatzlich muss allerdings die Matrix U = DV be-
rechnet werden. Da D eine Diagonalmatrix ist, ist der Aufwand hierfiir gering.
Wir fassen zusammen:

Theorem 6.3 (Schnelle Fourier-Transformation (FFT)).
Die diskrete Fourier- Transformation ldsst sich durch Aufteilung in Berech-

nungsblocke der halben Grisse als schnelle Fourier- Transformation (FFT) wie
folgt durchfiihren:

F, = Vf, + DVf, = F, + F, (6.46)
F, = Vf, - DVf, = F, - F,. (6.47)

Der in Abb. 6.4 dargestellte Graph zeigt anschaulich den Ablauf der Berech-
nungen.

f0) o—] —o—o\ 7 F(O)
(20— per F(1)
. (N/2) .
[} [ J
f(N-2) O—— F(N/2-1)
f(1
(1) o—| - < F(N/2)
fBo— ,er F(N/2+1)
[}
° (N/2)
[}
f(N-1) o—— F(N-1)

WN/2-1 -1

Abbildung 6.4. Erste Stufe der Radix-2-DFT bei Reduktion im Zeitbereich

Genauso wie man den Vektor Fy in die Vektoren F; und F5 geteilt hat,
kann man nun diese wiederum in zwei halb so grofie Vektoren aufteilen. Da
N eine Potenz von zwei ist, kann man dies bis hin zu Vektoren mit nur einem
Element fortsetzen. Durch geschicktes Ausnutzen der Periodizitdt des Dreh-
operators W% erhilt man zum Beispiel fiir N = 8 den Signalflussplan in Abb.
6.5.
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Abbildung 6.5. Vollsténdige Radix-2-DFT bei Reduktion im Zeitbereich fiir N = 8

Die eigentliche Definition der DFT wird zur Berechnung nach diesem Mus-
ter gar nicht mehr benotigt. An ihre Stelle tritt die sogenannte Schmetterlings-
Operation (,butterfly) die durch den Schmetterlings-Graphen in Abb. 6.6
dargestellt werden kann:

>
-1

Abbildung 6.6. FFT fiir N = 2: butterfly” als Elementaroperation

Die regelméfige Struktur der FFT wird dadurch erreicht, dass die Reihen-
folge der Eingangsglieder aufgegeben wird. Die auf den ersten Blick etwas un-
iibersichtliche Anordnung kann durch eine einfache Operation, die Bitumkehr,
hergestellt werden. Dabei werden die hochstwertigsten Bits in die niederwer-
tigsten gespiegelt. Die Tabelle 6.4 zeigt die Auswirkungen fiir das Beispiel
N = 8. Sie kann aber auch fiir alle anderen Potenzen von 2 angewendet wer-
den.

Durch die Anwendung des FFT-Algorithmus erreicht man, dass sich der
Aufwand fiir die Berechnung der DFT auf N 1d(N) Operationen beschrénkt.
Dies fiihrt fiir grofe IV zu enormen Einsparungen. Fiir N = 1024 13sst sich die
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FFT beispielsweise mit nur 1% der Operationen 16sen, die der einfache DFT-
Algorithmus (mit N2 Operationen) briuchte. Selbst fiir N = 513 lohnt es sich
somit, ein zero-padding von 511 Nullen durchzufiihren, der Rechenaufwand
mit FFT betridgt dann immer noch nur ca. 4% des Aufwandes mit DFT. Der

k|Dualzahl|Bitumkehr |k’
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

Tabelle 6.4: Bitumkehr-Indizierung fiir 3-stellige Bits.

hier beschriebene Algorithmus ist die Radix-2-FFT mit Reduktion im Zeitbe-
reich. Alternativ dazu kann die Reduktion auch im Frequenzbereich erfolgen.
Diesen Algorithmus erhdlt man, wenn im hier beschriebenen Verfahren die
Zeitfolge mit der Frequenzfolge vertauscht wird. Eine weitere gebriuchliche
Moglichkeit ist die Radix-4-FFT. Hier wird der Vektor nicht in zwei sondern
vier Teilvektoren zerlegt. Durch den Radix-4-Algorithmus kdnnen weitere Re-
chenschritte eingespart werden, die Programmierung ist allerdings wesentlich
aufwindiger als die der Radix-2-FFT.

Beispiel 6.4 — Berechnung der FFT.

Wir verfolgen das Beispiel 6.1 mit der Funktion x(t) = cos(t) weiter.
Sie werde an N Stellen ¢t = k - 27 /N abgetastet, also T = 27 /N. Wir
ermitteln die Spektralwerte bei den Frequenzen w = n% = n mit
Hilfe der FFT fiir N =2 und N = 4.

Lésung:

Fiir N = 2 lauten die Abtastwerte x[0] = 1, z[1] = —1. Die FFT ver-
langt fiir N = 2 nur eine elementare butterfly-Operation. Bitumkehr
ergibt keine Anderung. Das Ergebnis lautet:

X (0) = z[0] + z[1] = 0,

X (1) = z[0] — z[1] = 2.

Fir N = 4 lauten die Abtastwerte z[0] = 1, z[1] = 0, z[2] = —1,
z[3] = 0. Die Bitumkehr liefert als Eingangssequenz (0, 2, 1, 3). Daraus
berechnen wir den Ausgang der ersten Stufe einer Radix-2-FFT (siehe
Abb. 6.5):

X'(0) = z[0] + z[2
X'(1) = z[0] — z[2
X'(2) =x[1] + z[3

Il
oo
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X'(3) = z[1] — z[3] = 0.

Daraus erhalten wir den Eingang der zweiten Stufe der FFT durch
Multiplikation von X'(3) mit W32. Diese ergibt hier keine Anderung.
Den Ausgang der zweiten Stufe erhalten wir geméass Abb. 6.5 mit:

X(0)=X'(0)+ X'(2) =0,
X1H)=X'(1)+X'(3) =2,
X(2) =X'(0) - X'(2) =0,
XB)=X'1)-X'(3)=2
Dies entspricht genau dem Ergebnis aus Beispiel 6.1. a

6.6 Die inverse schnelle Fouriertransformation (IFFT)

Bei der Berechnung der Inversen DFT kann man folgendermafien vorgehen.
Man erkennt aus den Definitionsgleichungen, dass sich die Hin- und die Riick-
transformation nur durch den Drehoperator und den Normierungsfaktor 1/N
unterscheiden. Die IDFT kann also nach demselben Verfahren bestimmt wer-
den wie die DFT. Es muss lediglich bei der Definition des Drehoperators
das Vorzeichen des Exponenten gedndert werden. Die anschlieffende Division
durch N kann, da N eine Potenz von 2 ist, durch einfaches Verschieben der
Bits erreicht werden.

Beispiel 6.5 — Inverse FFT.

Wir verfolgen das Beispiel 6.4 mit der Funktion z(t) = cos(t) weiter.
Thre DFT wurde an den Stellen X (n) fiir wy = 1 berechnet. Wir
ermitteln die Werte der Funktion im Zeitbereich bei den Zeitpunkten
t =k-2n/N durch IFFT.

Loésung:

Fiir N = 2 lauten die Spektralwerte der DFT X (0) = 0, X(1) = 2.
Die IFFT verlangt fiir N = 2 nur eine elementare butterfly-Operation.
Bitumkehr ergibt keine Anderung. Das Ergebnis lautet:

2[0] = (1/2)(X(0) + X(1)) = 1,
2[1] = (1/2)(X(0) - X(1)) = ~1.

Fir N = 4 lauten die Spektralwerte der DFT X (0) = 0, X(1) =
2, X(2) = 0, X(3) = 2. Die Bitumkehr liefert als Eingangssequenz
(0,2,1,3). Daraus berechnen wir den Ausgang der ersten Stufe einer
Radix-2-IFFT (siche Abb. 6.5):

2'[0]=X(0)+X(2) =0,

2[1] = X(0) — X(2) =0,
2[2) = X(1) + X (3) = 4,
2[3] = X(1) — X(3) =0
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Daraus erhalten wir den Eingang der zweiten Stufe der IFFT durch
Multiplikation von '[3] mit Wy? - beachten Sie den negativen Expo-
nenten! Diese Multiplikation ergibt hier keine Anderung. Den Ausgang
der zweiten Stufe erhalten wir geméss Abb. 6.5 mit:

2[0) = (1/4)(2'[0] + 2'[2]) = 1,
(1] = (1/4)(2"[1] + 2'[3]) = 0,
2[2] = (1/4)(2'[0] — 2'[2]) = —1,
(3] = (1/4)(2"[1] — 2"[3]) = 0.

Dies entspricht genau den urspriinglichen Abtastwerten der Funktion
x(t) = cos(t) bei t = k- /2.
a

Eine weitere Variante zur Berechnung der IDFT geht einen anderen Weg.
Hier wird die Definitionsgl. (6.21) der inversen DFT umgeformt:

IDFT {X[n]} = + Z X[n)Wykn = N Z kn
=2 Nf(— ) (X)) (W) *:i Z x|
N | & N N J
=+ JIDFT (X [ol}]" (6.48)

Dabei bedeutet der Zusammenhang
jZ* =j(Re{Z} 4+ jIm{Z}) = jRe{Z} —Im {Z} (6.49)

eine Vertauschung von Real- und Imaginirteil, sowie Vorzeichenénderung des
neuen Realteils.

Somit erhilt man die IDFT, indem man zun&chst Real- und Imaginéarteil
der Frequenzfolge vertauscht und das Vorzeichen des neuen Realteils dndert.
Danach wendet man den FFT-Algorithmus an. Beim Ergebnis wird nun ein
weiteres Mal der Real- mit dem Imaginirteil vertauscht und das Vorzeichen
des neuen Realteils gedndert. Multipliziert man nun noch mit dem Normie-
rungsfaktor 1/N, so erhilt man das Ergebnis der IDFT. Der Vorteil dieser
Variante ist, dass sowohl die Hin- als auch die Riicktransformation mit Hilfe
desselben Algorithmus behandelt werden kénnen. Man kann also z.B. diesel-
be hardware benutzen und benétigt lediglich die zusdtzlichen Vertauschungs-
und Normierungsoperationen.

Ubungen

Ubung 6.1 — Fensterfolgen.

Gegeben sind zwei Sinussignale mit dhnlicher Frequenz aber unterschiedlicher
Leistung
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x(t) = Uy sin(2w f1t) + Uz sin(27 fat)

mit U; =1V, Uy = 10mV, f; = 990Hz und f» = 1010Hz. Das Signal wird mit
einer Abtastfrequenz von f, = 4KHz mit N = 1024 Abtastwerten abgetastet.
Untersuchen Sie qualitativ (hinsichtlich spektraler Auflésung und Leckeffekt)
ob man die beiden Frequenzen des Signals bei Verwendung eines Rechteck-
bzw. eines Hanning-Fensters erkennen kann. Welches Fenster ist demnach bes-
ser geeignet?

Ubung 6.2 — SignalfluRdiagramm der FFT.

Stellen Sie fiir N = 4 Abtastwerte, ausgehend von der Definition der diskreten
Fouriertransformation das Signalflufidiagramm einer Radix-2-FFT auf!

Ubung 6.3 — Periodizitit der DFT fiir eine Winkelfunktion.

Betrachten Sie Beispiel 6.1 auf Seite 155. Weisen Sie zunichst nach, dass die
Funktion x(t) = cos(t) nur Spektrallinien bei w = 1 und w = —1 hat. Dazu
siehe auch Gl. 4.4 auf Seite 90.

Weisen Sie nun durch direkte Berechnung der DFT fiir NT = 27 nach,
dass fiir 2:(t) = cos(t) und fiir beliebige N gilt: X (1) = X(N —1) # 0.

Ubung 6.4 — Interpolation.

Betrachten Sie die Funktion z(t) = exp(jt). Weisen Sie zunichst nach,
dass diese Funktion nur eine Spektrallinie bei w = 1 hat. Berechnen Sie die
DFT fiir NT = 27 und weisen Sie nach, dass fiir beliebige N gilt: X (1) = N,
X (n) =0 (sonst).

Mit diesem Ergebnis berechnen Sie nun fiir beliebige N und NT = 27 das
Frequenzverhalten X (w), das die DFT interpoliert. Verwenden Sie das Inter-
polationstheorem 6.2 auf Seite 158 und orientieren Sie sich am Beispiel 6.2 auf
Seite 159. Zeigen Sie am Ergebnis, dass mit wachsendem N das interpolierte
Spektrum sich immer mehr dem wahren annihert.

Ubung 6.5 — FFT fiir 8 Abtastwerte.
Gegeben ist eine Folge x[n] mit (N = 8 Abtastwerte)

(41 0<n<3
zln] =1 3 4<n<T7"

Bestimmen Sie die diskrete Fourier-Transformation der Folge mittels eines
Signalflufsdiagramms einer Radix-2-FFT!

Ubung 6.6 — FFT bei unpassender Anzahl von Abtastwerten.

Wie kann man vorgehen, wenn die Zahl der Abtastwerte keine Zweierpotenz
ist?
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Stochastische Signalverarbeitung

7.1 Das Komplexitidtsproblem

Im Rahmen der bisherigen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dass
physikalische Systeme — die durch verschiedene mathematische Darstellungs-
formen beschrieben werden konnen — ein streng deterministisches Verhalten
zeigen: Aus einer bekannten Systemfunktion, einem initialen Systemzustand
und der Kenntnis des Eingangssignals soll es moglich sein, das Ausgangssignal
fehlerfrei zu berechnen. Diese Feststellung besitzt zwar durchaus ihre allge-
mein giiltige Richtigkeit, jedoch zeigt es sich, dass jedes beliebige reale physi-
kalische System durch eine weit reichende Wechselwirkung mit seiner Umwelt
derartig komplex ist, dass eine allumfassende exakte mathematische Beschrei-
bung schlichtweg nicht mdglich ist. Auf der anderen Seite gibt es physikalische
Prozesse, die sich grundsitzlich einer deterministischen Betrachtung entzie-
hen. Als Beispiele seinen hier die thermodynamischen Rauschprozesse und
die generelle Unschérfe im Bereich der Quantenmechanik genannt.

7.2 Grenzen der deterministischen Betrachtungsweise

In der Praxis macht sich das Fehlen eines exakten Systemmodells bekannter-
mafen in einer mehr oder minder starken Abweichung zwischen dem berechne-
tem und dem tatsichlichem Ausgangssignal bemerkbar. In Ermangelung eines
genaueren Modells wird dieser Fehler als ,zuféllig* (oder ,statistisch®) bezeich-
net. Eine genauere Erfassung von weiteren Einflussfaktoren auf ein System
verringert zwar im Allgemeinen diesen Fehler; jedoch ist die daraus resultie-
rende Komplexitdt der mathematischen Darstellung ab einem gewissen Grade
nicht mehr vertretbar und die Systembeschreibung damit ggf. unbrauchbar.
Ist man an dieser Stelle mit den Moglichkeiten der Signalverarbeitung am
Ende?

Giinstiger Weise stellt sich bei genauem Uberdenken der Problemstellung
in vielen Fallen gar nicht die Frage nach einer exakten Modellierung eines
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physikalischen Systems. Dies soll am Beispiel der Spracherkennung erldutert
werden.

7.3 Ein Beispiel aus der Sprachverarbeitung

Die Spracherkennung setzt sich zum Ziel, aus einem Schallsignal auf die ur-
spriinglich gesprochene Wortfolge eines Sprechers zu schliefen (Wendemuth,
2004). Bevor das Signal am Mikrofon angelangt, hat es jedoch eine enorme
Zahl von Systemen mit einer entsprechend vielféltigen Zahl von unbekann-
ten Parametern durchlaufen. Dies beginnt bei der Méglichkeit des Sprechers,
dasselbe Wort akustisch unterschiedlich zu formen (lauter, hohere Tonlage,
schneller, gereizt, ...). Wollte man Systemparameter finden, um diese akusti-
sche Charakteristik formal und kausal zu beschreiben, kimen z.B. Stimmung
und Vorwissen des Sprechers sowie Grad der Storung durch Umgebungsge-
rdusche in Frage, sowie viele weitere mdogliche Parameter. Hier wird bereits
klar, dass eine formale Beschreibung dieses "Systems" der akustischen Signal-
bildung beim Sprecher extrem komplex ist und mit hoher Wahrscheinlich-
keit formal nicht zufriedenstellend gelingt. Aber auch der weitere physikali-
sche Weg des akustischen Signals vom Sprecher zum Mikrophon unterliegt
grosstenteils unbekannten oder unvorhersehbaren Einfllissen wie etwa Storge-
rduschen, der akustischen Umgebungscharakteristik, eventuellen Charakteris-
tiken eines Ubertragungskanals (Telefon) etc. Letztlich wird das Signal aufge-
nommen mit einem Mikrofon mit spezieller Frequenz- und Richtcharakteristik,
variabler Ausrichtung im Raum, und es wird umgewandelt in ein elektrisches
Signal, das zu allem Uberfluss von thermischen und anderen Rauschsignalen
iiberlagert wird.

In einem ersten Ansatz konnte man geneigt sein, jedes Teilsystem der ge-
samten Prozesskette zu analysieren und dessen Parameter durch Messungen
zu bestimmen. Aus einer sehr grofen Datenbank kénnte man dann das beob-
achtete Sprachmuster heraussuchen und erhélt das urspriinglich gesprochene
Wort. Ganz offensichtlich stellt dies ein aussichtsloses und héchst unpraktika-
bles Unterfangen dar — dass es auch anders gehen muss, dafiir ist der Mensch
selbst ein lebender Beweis.

7.4 Motivation der stochastischen Signalverarbeitung

Uberdenken wir die Problemstellung im Falle der Spracherkennung noch ein-
mal genauer, so stellen wir fest, dass es uns nicht interessiert, ob der Sprecher
zehn oder zwolf Zentimeter vom Mikrofon entfernt ist, ob er laut oder leise,
schnell oder langsam, gut artikuliert oder nachléssig spricht. All diese Parame-
ter sind zwar Bestandteil des realen Systems und auf das konkret am Mikrofon
anliegende Signal (als ,,Einzelbeobachtung“ oder auch ,Muster“ bezeich-
net) haben sie ohne Zweifel einen Einfluss. Das heifst aber nicht, dass all diese
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Parameter fiir die Unterscheidung samtlicher Worte aus dem Vokabular des
Sprechers notwendig sind.

Man konnte sich vorstellen, dass die gesprochene Wortfolge ein determinis-
tisches Signal sei, dem in vielfiltigster Weise ein statistisches Rauschen addi-
tiv, multiplikativ oder durch Faltung {iberlagert wird. Der Gesamtprozess, der
ein derart verrauschtes Signal erzeugt, soll im Folgenden als ,,stochastischer
Prozess” bezeichnet werden.

Wir weisen hier darauf hin, dass der eben eingefiihrte Unterschied deter-
ministisch — stochastisch in diesem Buch auf Signale beschrankt bleibt. Man
kann dariiber hinaus ebenso von stochastischen Systemen sprechen. Dies wé-
ren Systeme, deren Ubertragungsverhalten eine Zufallskomponente aufweist.
Etwa kénnte die Ubertragungsfunktion eines Telefonkanals eine Gesamtver-
stirkung oder eine Frequenzcharakteristik aufweisen, die durch Umgebungs-
einfliisse in gewissen Grenzen schwankt. Dies konnte z.B. beschrieben werden,
indem die Parameter der Ubertragungsfunktion des Kanals keine Konstanten
sind, sondern modelliert werden als ein Zufallsprozess, der aus einer vorgege-
benen Wahrscheinlichkeitsverteilung zum jeweiligen Zeitpunkt der Beschrei-
bung den interessierenden aktuellen Parameter zufillig ,zieht“. Wir wollen
solche stochastischen Systeme hier nicht beschreiben, sondern uns mit deter-
ministischen Systemen und stochastischen Signalen beschéftigen.

Die Stochastische Signalverarbeitung setzt sich zum Ziel, die durch einen
stochastischen Prozess erzeugten Signale sinnvoll weiter zu verarbeiten. Haufig
besteht die Aufgabe — wie im oben genannten Beispiel — darin, das ,Nutzsi-
gnal“ aus dem verrauschten stochastischen Signal zuverlassig zu rekonstruie-
ren. Warum dies moglich ist, und welche Methoden dazu verwendet werden
konnen, ist Gegenstand dieses Kapitels.

7.5 Zeitdiskrete stochastische Prozesse

Dieses Kapitel bietet eine grundlegende Einfiihrung in die Beschreibung der
Eigenschaften und des Ubertragungsverhaltens von deterministischen Syste-
men bei Anregung mit stochastischen Signalen. Dabei wird auf eine mathema-
tisch erschopfende Behandlung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe
und ihrer Anwendungen verzichtet. Hier sei auf die weitergehende Literatur
(Behnen und Neuhaus, 1995; Beichelt, 1997; Bohme, 1998) verwiesen.

7.5.1 Grundlegende stochastische Begriffe

Im Gegensatz zu deterministischen Signalen interessiert bei stochastischen
Signalen nicht nur ein bestimmter Signalverlauf, sondern vielmehr ein Modell,
das die Menge aller moglichen zufélligen Signalverldufe hinreichend genau
beschreibt. Solche Modelle bezeichnet man in der Wahrscheinlichkeitstheorie
als stochastische Prozesse oder Zufallsprozesse.
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Sei X (k) eine Zufallsvariable iiber der Menge (2 aller Elementarereignis-
se w und aller Teilmengen von (2, die man als Ereignisalgebra A bezeichnet.
X (k) reprasentiere ein Modell fiir das zum Zeitpunkt k& gemessene Signal. Wir
bezeichnen dann die Gesamtheit dieser Zufallsvariablen fiir eine bestimmte In-
dexmenge I als stochastischen Prozess. Im Falle diskreter stochastischer Pro-
zesse gilt I C Z. Ein diskreter stochastischer Prozess ist also eine Abbildung

X: ZxN—-R, (kw)— X(kw), (7.1)

die jedem Zeitpunkt k£ und jedem Elementarereignis w eine reelle Zahl zuord-
net. Bei festem k& erhilt man eine Zufallsvariable X (k). Fiir festes w erhilt
man eine Zeitfunktion z[k], die wir als eine mdgliche Realisierung des sto-
chastischen Prozesses auffassen kénnen. Dies kdnnte z. B. ein zu bestimmten
Zeitpunkten gemessener Spannungsverlauf an den Anschliissen eines elektro-
nischen Bauelements sein. Im Falle zeitdiskreter Prozesse spricht man auch
von Musterfolgen x[k]. Bei endlicher Indexmenge handelt es sich bei diesen
Musterfolgen um Vektoren x[k]. Zur Veranschaulichung dieser Begriffe soll
Bsp. 7.1 dienen.

Beispiel 7.1 — Wiirfeln als stochastischer Prozess.

Zwei Wiirfel werden gleichzeitig N mal geworfen, wobei jedesmal die
Augensumme festgehalten wird.

Die Indexmenge I ist folglich die Menge {1,2,..., N}. Mogliche Ele-
mentarereignisse w sind Paare von Augenzahlen wie z. B. (2,3), (5,5),
(1,6) usw., so dass wir als Menge (2 aller Elementarereignisse das
kartesische Produkt {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} erhalten. Die Zu-
fallsvariable X ist eine Abbildung, die jedem Elemntarereignis w die
Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfel zuordnet. Es kdnnen also
nur natiirliche Zahlen von 2 bis 12 auftreten. Die N-fache Wiederho-
lung dieses Zufallsexperiments stellt einen stochastischen Prozess dar.
Eine mogliche Realisierung dieses Zufallsprozesses ist fiir N = 5 der
Vektor

x[k] = (374212)".

Man sieht, dass sogar fiir dieses verhéltnismafig einfache Beispiel die
Zahl aller Realisierungen des stochastischen Prozesses 11° betréigt.
]

Eine Messung einer kompletten (zeitlichen) Folge von Stichproben an ei-
nem zeitdiskreten Prozess liefert eine Musterfolge z[k]. Eine Wiederholung des
Experiments mit gleichen Anfangsbedingungen wird je nach Prozess mit hoher
Wabhrscheinlichkeit eine andere Musterfolge liefern. Soll nun der stochastische
Prozess selbst beschrieben werden, reicht im Gegensatz zu den zeitdiskreten
deterministischen Signalen nicht die Angabe einer Musterfolge, sondern viel-
mehr ist die Menge aller aufgrund der Wahrscheinlichkeitsvorgabe moglichen
zufdlligen Signalverldufe zu erfassen und in geeigneter Form zu beschreiben.
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Beispiel 7.2 — Messung einer Musterfolge.

Es sei bekannt, dass ein System ein sinusférmiges Signal der Amplitude
A und der Kreisfrequenz B erzeuge. Diesem Signal ist ein normalver-
teiltes Rauschsignal additiv iiberlagert:

z(t) = A-sin(B-t)+ N(u,o0)

Wir beobachten das Gesamtsignal x(t) im Zeitraum 2 bis 8 und er-
halten durch 60 Messungen die im folgenden Diagramm durch Punkte
angedeutete Musterfolge z[k]. Gesucht ist ein Verfahren, mit dem sich
aus den Werten dieser Musterfolge die Parameter A und B des oben
genannten Systems ermitteln lassen. g

A sin (Bt)

x(t)

N(u,0)

L M usterfolge X[k] )
X(t), X(k) deterministisches Slgnal. A sin (Bt) |:> 3sin (2t)
E L ,
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Abbildung 7.1. Messung einer Musterfolge.

Abb. 7.1 illustriert die statistische Sicht auf das Zustandekommen ei-
ner Musterfolge durch wiederholtes Anwenden eines Zufallsprozesses, hier
N(p, o). Letzterer produziert fortlaufend reelle Werte gemaf einer u.U. zeit-
lich verdnderlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. Die Frage ist nun, mit
welchen Parametern ein stochastischer Prozess beschrieben werden kann. Die-
se Parameter werden durch Mittelung aus dem gesamten Zufallsprozess ermit-
telt (nicht nur iiber eine seiner Musterfolgen). Man spricht daher auch von
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Scharmittelwerten. In Abb. 7.2 ist der Unterschied zum zeitlichen Mittelwert
dargestellt.

ulk]: Scharmittelwert von X[k]

Musterfolge x, [k]
Zeitmittelwert
-Abv&;— <x, [k]>
k

g Musterfolge x,[k]
(2]
[}
()
N
g \A/\[\\
o
o]
<
[&]
2 k
[2]
©
S I
[&]
8
b I

Musterfolge x [K]

k

Abbildung 7.2. Scharmittelwert und Zeitmittelwert

Es muss deutlich darauf hingewiesen werden, dass Scharmittelwert und
Zeitmittelwert im Allgemeinen nicht identisch sind!

In der Praxis ist es nicht von Belang, alle Realisierungen des stochastischen
Prozesses zu erfassen. Stattdessen ist man eher bestrebt, die Beobachtungen
des stochastischen Prozesses kompakter mit dem mathematischen Begriff der
Wahrscheinlichkeit zu beschreiben. Dies geschieht in der Wahrscheinlichkeits-
theorie auf zwei Arten.

e Die Verteilungsfunktion Fx gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit P
die Menge {X < z} auftritt. Hierbei ist X eine bestimmte Zufallsvariable
und x deren Realisierung.

r— Fx(x) = P{X <=z} (7.2)
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Bezogen auf Bsp. 7.1 bedeutet das, dass F'x(z) = 1 sein muss fiir x > 12,
da die Zufallsvariable X lediglich natiirliche Zahlen von 2 bis 12 produ-
zieren kann. Hier ist folglich F'x eine treppenférmig steigende Funktion.
Allgemein ist Fy eine monoton nicht fallende Funktion, die fiir x — oo
gegen eins strebt und fiir x — —oo gegen null.

e Jede reelle Funktion fx(z) > 0 mit

/ fx(z)dz =1 (7.3)

heifst Dichte und definiert eindeutig die entsprechende Verteilungsfunkti-
on

mmz/m@w (7.4)

Das heifst insbesondere, dass fx (z) = %ﬂfz), wenn F'y im Punkt z diffe-

renzierbar ist. Da die Verteilungsfunktion fiir den stochastischen Prozess
aus Bsp. 7.1 eine treppenformig steigende Funktion ist, ist seine Dichte ei-
ne Sprungfolge. Die Spriinge befinden sich an den natiirlichen Zahlen von
2 bis 12. Die Hohe der Spriinge gibt an, wie wahrscheinlich es ist, dass die
entsprechende Augensumme beobachtet wird. Daher gilt fiir den diskre-
ten Fall fx(x) = P{X = z}. Die Dichte gibt in diesem Fall unmittelbar
die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Beobachtungen x wieder und die
Integrale in (7.3) und (7.4) gehen somit in Summen iiber.

7.5.2 Eigenschaften stochastischer Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist vollstandig durch seine Verteilungsfunktion bzw.
seine Dichte gekennzeichnet. Da sich diese Funktionen in der Praxis lediglich
in Sonderfillen mit vertretbarem Aufwand schétzen lassen, werden die Eigen-
schaften eines Zufallsprozesses mit Hilfe seiner Erwartungswerte beschrieben.
Diese Erwartungswerte stellen immer eine Mittelung {iber den gesamten Zu-
fallsprozess dar, man spricht daher auch von Scharmittelwerten. Niheres zu
Erwartungswerten ist beispielsweise in (Behnen und Neuhaus, 1995) zu fin-
den. Hier sollen nur die wichtigsten Definitionen angegeben werden, wobei im
Folgenden davon ausgegangen wird, dass es sich um diskrete Zufallsvariablen
handelt, die aus einem beliebigen Zufallsprozess stammen. Im Allgemeinen
muss folglich von einer Zeitabhéngigkeit (Index k) der Erwartungswerte aus-
gegangen werden.

e Erwartungswert einer Funktion g(X[k]) einer Zufallsvariablen

o0

E{g(X[k)} = > gla;k])P{Xi[k] = a;[k]} (7.5)

1=—00
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Es wird iiber alle Beobachtungen x;[k] summiert, die auftreten konnen. In
Bsp. 7.1 ist dies die Summe {iber alle natiirlichen Zahlen zwischen 2 und
12 einschlieflich, wobei hier die Zufallsvariable nicht durch eine Funktion
g abgebildet wird

¢ Deterministischer Anteil einer Zufallsvariablen (,Mittelwert®)

plk] = EXX K]} (7.6)

Diesen Wert kann man sich als eine Grofle vorstellen, die in unabhén-
gig voneinander wiederholten Messungen des selben Zufallsprozesses stets
wiederkehrt.

e Varianz einer Zufallsvariablen

ok = Var (XK} = E {(X[K] - ulk])’ } (7.7)

Die Varianz ist ein Mafs fiir die Streuung der einzelnen Beobachtungen um
den deterministischen Anteil herum.

Da in der Regel nicht alle Musterfunktionen des Prozesses bekannt sind, und
eine eventuell vorkommende Zeitabhingigkeit eine zusitzliche Erschwerung
darstellt, konnen auch die Erwartungswerte nicht ohne weiteres bestimmt
werden. Die folgenden zwei Eigenschaften von Zufallsprozessen erleichtern die
Bestimmung von Erwartungswerten.

e Stationaritét: Ein Zufallsprozess heifit stationér, wenn seine Eigenschaf-
ten (Verteilungsfunktion bzw. Dichte) nicht von der Wahl des Zeitur-
sprungs abhéngen. Dies ist in der Praxis schwierig zu iiberpriifen. Statt-
dessen ist meistens der mathematisch etwas schwichere Begriff der ,Statio-
naritit im weiteren Sinne* relevant, der sich anhand der Erwartungswerte
zeigen ldsst. Im Folgenden ist diese Art von Stationaritdt gemeint, wenn
von stationdren Signalen oder Stationaritit die Rede ist. Ein Merkmal fiir
die Stationaritét eines Zufallsprozesses ist, dass er zu jedem Zeitpunkt k
dieselben Erwartungswerte hat:

E{X[k]} = const Vk (7.8)

In diesem Fall spricht man von einem ,Gleichanteil“. Das zweite Kriterium
fiir Stationaritidt wird noch angegeben.

e Ergodizitit: Ein Zufallsprozess heifst ergodisch, wenn die Stationaritét
erfiillt ist und dariiber hinaus die zeitliche Mittelung iiber jede beliebige
Musterfunktion mit der Zeit gegen den Gleichanteil des Prozesses strebt:

N

Jim_ % ; z[k] = E{X[k]} = const Vk (7.9)
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Beispiel 7.3 — Stationire Prozesse.

a) Sei ein Rauschprozess gegeben mit normalverteilter Wahrschein-
lichkeitsdichte N (u, o). Mittelwert und Varianz des Rauschens hén-
gen von der Zeit nicht ab. Andere Funktionen g(-) des Zufallspro-
zesses haben damit ebenfalls zeitlich konstante Erwartungswerte. Der
Rauschprozess ist damit stationir.

b) Sei ein Prozess gegeben durch X [k] = sin(27k/10)+ N (y, o). Dieser
ist nicht stationdr, da die sin-Funktion mit k& nicht konstante Werte
hat.

c) Sei ein Prozess gegeben durch

10
[k] = Zsin <i_7(;(k + n)) + N(p,0)
k=1

Dieser Prozess ist stationér, da fiir alle k der Summen-Teil denselben
Wert (Null) ergibt, und da bei der Mittelung {iber alle Musterfunktio-
nen des Rauschprozesses zeitlich konstante Erwartungswerte auftre-
ten. g

Beispiel 7.4 — Stationaritét beim Wiirfeln.

Das Wiirfelexperiment aus Bsp. 7.1 erfiillt das Kriterium der Statio-
naritdt. Die zu erwartende Augensumme bleibt ja stets gleich unab-
héngig davon, zu welchem Zeitpunkt man wiirfelt. Der Grund ist, dass
die Dichte gleich bleibt. Man wiirfelt stets mit den gleichen Wiirfeln.
Der Prozess erfiillte dieses Kriterium nicht und wére somit kein sta-
tiondrer Prozess, wenn beispielsweise zu jedem Zeitpunkt k andere
Wiirfel mit anderen Dichten verwendet wiirden. Dann wire jedesmal
eine andere Augensumme zu erwarten, und der Erwartungswert des
Prozesses wire zeitabhingig. O

Beispiel 7.5 — Ergodizitit beim Wiirfeln.

Der Mittelwert der Augenzahl beim Wiirfeln (3,5) kann gemessen wer-
den entweder aus den Ergebnissen beim fortgesetzten Werfen eines
Wiirfels, oder den Ergebnissen beim einmaligen Werfen vieler zu dem
ersten identischer Wiirfel. Dies gilt fiir das Gedankenexperiment. Es
gilt auch noch mit realen Wiirfeln, wenn man von einer konstanten
Qualitat in der Produktion der Wiirfel ausgehen kann. Dies bedeutet
fiir eine Spielbank, die qualitativ hochwertige Wiirfel verwendet, dass
sie von Ergodizitit ausgehen kann.

Im realen Fall setzt Ergodizitidt eine Konstanz in der Qualitét der
Produktion der Wiirfel voraus. Im Fall der Kontrolle der Produktion
wiirde man gerade argumentieren, dass die Ergodizitit nicht gegeben
ist: Verdnderungen in der Qualitét der Produktion lassen sich aus dem
Werfen eines Wiirfels eben nicht erkennen.

181
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Es kann gezeigt werden, dass der Zufallsprozess aus Bsp. 7.1 auch
ergodisch ist. Dazu ist zu zeigen, dass die oben angegebene zeitliche
Mittelung mit ,,Wahrscheinlichkeit 1 gegen den Gleichanteil strebt.
Die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 ist eine starke stochastische
Konvergenzart. Ndheres hierzu und zu anderen stochastischen Kon-
vergenzarten findet man in (Bohme, 1998). O

Stationaritdt und Ergodizitét stellen zwar eine starke Einschrinkung der
Allgemeinheit fiir einen Zufallsprozess dar, jedoch koénnen sie fiir Rauschpro-
zesse, mit denen sich die Signalverarbeitung in der Regel beschéftigt, als erfiillt
angenommen werden. Der grofse Vorteil ergodischer Prozesse ist, dass hier aus
den Eigenschaften einer einzigen (gemessenen) Musterfunktion x[k] Aussagen
fiir den gesamten Zufallsprozess X [k] abgeleitet werden kénnen. Die Ergodizi-
tit vorausgesetzt, gilt speziell fiir Mittelwert und Varianz eines zeitdiskreten
Prozesses:

1
Mittelwert: p= A}i_r)nodN 1 k; x[k] (7.10)
1 N
. A T . 2
Varianz: o = ngnocrv 1 k:Z_N |z[k] — (7.11)

7.6 Motivation zur Einfiilhrung der Korrelation

Von zentraler Bedeutung fiir die Beschreibung stochastischer Prozesse ist der
Begriff der Korrelation. Worum es sich dabei handelt, wird in den folgenden
Abschnitten beschrieben. Hier soll anhand eines einfachen Beispiels der Sinn
und die Niitzlichkeit der Korrelation gezeigt werden.

Von einem kausalen System sei bekannt, dass seine Impulsantwort h[k]
aus (N + 1) Termen besteht. Die Ubertragungsfunktion erhiilt man durch die
Transformation in den Z-Bereich:

H(z) = Z hlk]z~* (7.12)
Speziell an der Stelle z = 1 ergibt sich

N
H(1) = h[k] (7.13)

k=0

Die Grofe H(1) soll nun experimentell bestimmt werden. Dazu legt man ein
Signal z[k] an den Eingang. Das Signal am Ausgang erhélt man durch Faltung
mit der Impulsantwort
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o0

ylnl = > w[klhn — k] (7.14)

k=—o0

Die Impulsantwort ist unbekannt! Wir wihlen am Eingang die Sprungfolge
(z[k] =1 fiir k =0...N) und erhalten:

yl=> " 1-hn—k= Y h[K (7.15)
k=0 k=n—N

wobei die Kausalitiat des Systems noch nicht beriicksichtigt wurde. Speziell
gilt fiir ein kausales System

n]=>_ hlk| (7.16)
k=0
und
y(N)=H(1) (7.17)

Praktisch 14t sich am Eingang die Sprungfolge nicht exakt realisieren. Wie
jedes physikalische Signal ist auch die Eingangsfolge mit einem Fehler behaf-
tet. Wir betrachten also die Musterfolge eines Zufallsprozesses mit folgender
Gleichung:

z[k] = 1+ €[k], (7.18)

wobei e[k] Mittelwert 0 und Varianz o haben mdoge. Fiir die Ausgangsfolge
ergibt sich damit bei n = N:

n] =Y Akl (1+e[k]) =Y Akl + > hlkle[k]
k=0 k=0 k=0
1)+ Zn:h[k}e[k] (7.19)
k=0

Wir erhalten einen Storterm, den es zu beseitigen gilt. Eine erste Moglich-
keit dazu ist von den physikalischen Messreihen her bekannt. Man kann die
Messung mehrfach (M-mal) durchfiihren und dann den Mittelwert bilden:

:%mz_lym[ - ZH Z(ih 5mk> (7.20)
1)+ S kK] (% 3 em[k}> (7.21)

Da sich die Fehler ¢, zumindest gegenseitig aufheben, wird der Wert in der
Klammer fiir groffe M beliebig klein. Durch eine grofie Zahl von Messungen
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erhilt man beliebig genaue Werte. Wie man allerdings auch von den physi-
kalischen Messreihen her weif, ist das eine recht ermiidende Angelegenheit.
Auflerdem konnen in der digitalen Signalverarbeitung viele Messungen nicht
identisch wiederholt werden. Als Beispiel diene wieder die oben angefiihrte
Sprachverarbeitung: eine bestimmte akustische Aufierung wird in dieser Form
nur einmal gesagt, Wiederholungen sind oft nicht erwiinscht oder nicht zu-
mutbar und wiirden auch eine verénderte Akustik ergeben.

Es wére daher wiinschenswert, den Storterm bei nur einer bekannten Mess-
reihe minimieren zu koénnen. Dazu iiberlegt man sich, wie die Verringerung
der Streuung durch Mehrfachmessung erreicht wurde. Bei einer einzelnen Mes-
sung geht nur der Fehler eines Eingangswertes in die Berechnung des Aus-
gangswerts ein. Bei mehrfacher Messung gehen mehrere Eingangswerte mit
ihren Fehlern in die Berechnung eines Ausgangswerts ein. Diese heben sich
teilweise gegenseitig auf und sorgen so fiir eine Verringerung der Streuung.
Aus unserem Beispiel erkennt man aber, dass schon nach einmaliger Messung
viele Eingangswerte vorliegen. Die Idee der Korrelation ist nun folgende: Statt
die Eingangswerte an der selben Stelle aus den verschiedenen Messreihen zur
Mittelung heranzuziehen, verwendet man die Eingangswerte der selben Mess-
reihe an verschiedenen Stellen. Wir erzeugen eine Grofe (die streng genommen
von einem Parameter M abhingt) wie folgt:

mi_ [n+mly ii n+mj (Zh )

hlk] (% Z z[n + mlzn — k]) (7.22)
m=1

Wenn der Klammerausdruck gleich eins ist, erhélt man also fiir n = N das
gesuchte H(1). Durch Ausmultiplizieren ergibt sich:

sasz

>
Il

0

mz]: [n +m]x i: (I+en+m]) (1+¢e[n—kl)
- %:jl(l—l—fs[n—k]+6[n+m]+5[n—k}€[n+m])
:1+% i_l(s[n—k]+5[n+m]+s[n—k]€[n+m])
— 1+ i 5[k +m] (7.23)

m=1

Wie schon bei der Mehrfachmessung geht auch hier die Mittelung iiber die
e-Terme fiir grofies M gegen null. Eine Ausnahme bilden die Produkte e[a]e[b],
welche fiir identische Indizes a = b gleich der Varianz werden. Dies tritt in der
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Summe iiber m einmal auf, falls &k zwischen —1 und — M liegt. Dargestellt ist
dies tiber eine Folge von Dirac-Impulsen. Setzt man dieses Ergebnis wieder in
die Formel ein, so erhilt man:

1 ¥ u -
LS afn -t mlyln] = 3 Ak <1+—Za[k+m]> (724
m=1

k=0 m=1

Da k>0, erscheint der letzte Varianzterm nicht in der Summe, und wir erhalten
fiir n = N:

N
Jim ZxN—Fm N]=> " hlk] = H(1) (7.25)
> k=0
Der hier benutzte Term vom Typ
M
Jv}linoo i 2 z[n + mly[n) (7.26)

entspricht nicht der exakten Definition der Korrelation, zeigt aber die Idee
der Mittelung iiber Produkte aus einer Messung eines Prozesses. Die Ver-
bindung zwischen der zeitlichen Mittelung durch (als durchfiihrbar angenom-
mene) Wiederholung des Experiments und dem hier hergeleiteten Ausdruck
stellt die im Abschnitt 7.5.1 eingefiihrte Ergodizitit her.

7.7 Die Autokorrelation

Nachdem im Abschnitt 7.6 die Niitzlichkeit der Korrelation von Signalen ge-
zeigt wurde, soll diese nun exakt definiert werden. Dieser Abschnitt beschéf-
tigt sich mit der Autokorrelation, also der Korrelation einer Funktion mit sich
selbst. Die Autokorrelation enthilt eine Aussage dariiber, wie schnell sich das
Zufallssignal zeitlich &ndern kann bzw. sagt aus, inwieweit der Signalwert zum
Zeitpunkt k; den Signalwert zum Zeitpunkt ko beeinflusst. Sie ist fiir zeitdis-
krete komplexe Signale wie folgt definiert:

sxx(k1, ko) = E{X"[k1] X [k2]}
= B{X{X,} (7.27)

= E{(X1r — jX11)(Xor + jXor)}
= E{X1rXor — X1rXor} + JE{X1rXor — X11Xor}

Fiir reelle Signale vereinfacht sich die Formel zu:
SXX [kl, k‘g] = E{X[k‘l]XU{JQ]} = E{X1X2} (728)

Offensichtlich ist die Autokorrelationsfolge abhéngig von den beiden Variablen
k1 und k. Fiir einen stationiren Prozess kann man ein Wertepaar k; und ko
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beliebig innerhalb des Definitionsbereichs verschieben, ohne dass sich eine
Verdnderung fiir s,, ergibt. Die Autokorrelation ist in diesem Fall also nur
von der Differenz ki — ko abhingig. Mit der Substitution ky =k, ko = k+ &
ergibt sich also:

sxx|[k] = B{X"[k] X[k + ]} (7.29)

Setzt man dariiber hinaus Ergodizitit voraus, kann man die Autokorrelation
aus jeder beliebigen Musterfolge z[k] bestimmen:

+N

Z z[klxz[k + K] (7.30)

W= Jim

S K| = 11m

XX N—oo 2N + 1 o
Aus der Definition der Autokorrelation lassen sich einige interessante Eigen-
schaften ableiten. Beispielsweise ist die Autokorrelationsfolge konjugiert gera-
de:

sxx[s] = EQXRIX[E + ]} = B{X[K]X*[k + A]}"
— B{X[k— rX*[H}" = skx[—] (7.31)

Das bedeutet, dass die Autokorrelation eines reellen Prozesses gerade ist:
SX)([FL] = SX)([—H] (732)

Eine weitere wichtige Eigenschaft bezieht sich auf den Fall, dass die beiden
betrachteten Zeitpunkte aufeinander fallen, also k1 = ko, Kk = 0.

sxx(0) = E{X"[F]X[k + 0]} = B{|«[k][*} = o + |uf (7.33)

wobei die letztere Gleichheit, die den Zusammenhang zwischen linearem und
quadratischem Mittelwert sowie der Varianz angibt, aus der Def. (7.7) folgt.
Die Autokorrelation an der Stelle k = 0 ist also gleich dem Mittelwert des
Quadrats und somit ein Mafl fiir die mittlere Leistung des Prozesses. Aus
dieser Betrachtung wird auch deutlich, dass man die Autokorrelationsfolge als
eine Art Verallgemeinerung des Mittelwertes des Quadrates auffassen kann,
in dem Sinne, dass die Folge vor dem Quadrieren gegen sich selbst verschoben
wird.

Zur formalen Berechnung einer Autokorrelationsfolge bietet sich das Ma-
trixschema an: Es wird ein Zufallsprozess X [k]| der Lange n betrachtet. Man
schreibt nun die Werte des Zufallsprozesses von X (k) bis X (k — n) in eine
Spaltenmatrix X und die konjugiert komplexen Werte X *(k) bis X*(k—n) in
eine Zeilenmatrix X*. Durch Multiplikation beider Matrizen erhélt man die
Autokorrelationsmatrix Sxx:
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X (k)
X(k—1)
Sxx = E{XX'} = E e Xt k—1) - X))
X (k —n)
X(k)X*(k)  X(k)X*(k—-1) -+ X(k)X*(k—n)

X(k—1)X*(k) X(k—1DX*(k-1)  X(k—1)X*(k—n)

X(k— ﬁ)x*(k) X(k—n)X*(k—1) - ) X(k— n);(*(k —n)

SX)((O) Sxx(l) Sxx(n)
_ [ eex@ eexla- 730
skx(n) skx(n—1) -+ sxx(0)

Auch fiir die Autokorrelation ist es sinnvoll, eine vom Mittelwert befrei-
te Kenngrofie einzufiihren. In Analogie zur Varianz definiert man daher fiir
stationdre Prozesse die Autokovarianz wie folgt:

exx k] = E{(2"[k] — p")(2[k + K] — p)}
= E{a"[k]z[k + ]} — pE{a"[k]} — p"E{z[k + K]} + p'p
= sxx[r] = |ul* = sxx[K] — pp* (7.35)

Die Kovarianzmatrix ergibt sich daher wie folgt:

) 11 1
Cxx =Sxx—ul"|. . . (7.36)

7.8 Kreuzkorrelation

Beschrinkt sich die Betrachtung nicht auf einen Zufallsprozess, so geniigt
es nicht, jeden Prozess fiir sich zu beschreiben. Es muss dariiber hinaus die
gegenseitige Beeinflussung zwischen zwei Prozessen untersucht werden. Zu
diesem Zweck definiert man die Kreuzkorrelation zwischen zwei stationéren
Prozessen:

sxy k] = E{X*[k]Y[k + x|} (7.37)

Genau wie die Autokorrelationsfolge ist auch die Kreuzkorrelationsfolge kon-
jugiert symmetrisch (man beachte die Vertauschung der Indices X,Y):

sxy k] = E{X"[k]Y [k + K]} = E{X[k]Y"[k + &]}"
= B{X[k — AV [K])* = s} x| (7.38)
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Auch fiir die Kreuzkorrelation wird analog zur Autokovarianz eine mittelwert-
freie Kenngrofie definiert, die Kreuzkovarianzfolge :
exy[k] = E{[X"[k] — p][Y [k + 5] = py]}
= sxy|[K] — pxpy (7.39)

Mit Hilfe der Kreuzkorrelation lassen sich zwei Spezialfille fiir die Kopplung
zweier Prozesse angeben.

e Unkorreliertheit : Zwei Prozesse sind unkorreliert, wenn sich ihre Kreuz-
korrelation aus dem Produkt der Erwartungswerte der beiden Einzelpro-
zesse ergibt.

sxy (k) = E{X*[k]Y [k + r]} = B{X*[k]}E{Y [k + &} (7.40)
Die Kreuzkovarianz ist in diesem Falle gleich null.
exy[r] = E{(X7[k] — ux)(y[k + K] — py)}
=E{X" [k} E{Y [k + ]} —py E{X"[k]} —uXx E{Y'[k + K]} +px py
= pxpy — Wx Py — px Py + px Y
=0 (7.41)

¢ Orthogonalitéit: Zwei Prozesse heiffen orthogonal, wenn ihre Kreuzkor-
relationsfolge fiir alle x den Wert null annimmt,.

sxy|k] = E{X"[k]Y[k+ K]} =0 (7.42)
Zwei unkorrelierte Prozesse sind auch orthogonal, wenn mindestens einer
der Prozesse mittelwertfrei ist.

Zur TNlustration der Korrelation und der Orthogonalitidt bringen wir nun
ein Beispiel, in dem deutlich wird, dass die beiden Eigenschaften unabhingig
voneinander auftreten kdnnen.

Beispiel 7.6 — Korrelation und Orthogonalitét.

a) unkorrelierte, orthogonale Prozesse: Zu jedem Zeitpunkt k werden
zwei Miinzen X,Y geworfen, wobei ,,Kopf“ mit 1 und ,Zahl“ mit -1
bewertet werden:

E{X"[k] - Y[k+&]} =0 ; E{X'[k]}- - E{Y[k+&]}=0

b) unkorrelierte, nicht orthogonale Prozesse: Zu jedem Zeitpunkt k
werden zwei Miinzen X,Y geworfen, wobei ,,Kopf“ mit 1 und ,,Zahl“
mit 0 bewertet werden:

E{X"k] - Y[k+r]}=1/4 ; EBE{X'[k]} - E{Y[k+r]} =1/4
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c) korrelierte, nicht orthogonale Prozesse; Zu jedem Zeitpunkt k wird
eine Miinze A geworfen, wobei ,Kopf“ mit {X[k] = 6,Y[k] = 1}
und ,,Zahl“ mit {X[k] = —3,Y[k] = 2} bewertet wird. Dann ist

E{X"[K] - Y[} =0 ; E{X'[k]} - B{Y[K]} =9/4
E{X"[k] - Y[k+r]}=9/4 ; E{X'[k]} -B{Y[k+k]} =9/4;K#0
Fiir k = 0 ist die Unkorreliertheitsbedingung und fiir x #0 die Or-
thogonalititsbedingung verletzt, insgesamt sind die Prozesse damit
korreliert und nicht orthogonal.

Man iiberzeuge sich, dass a),b),c) ergodische Prozesse sind.

d) korrelierte, orthogonale Prozesse:

Zum Zeitpunkt Ty = —oo wurde eine Miinze A geworfen, wobei
wiederum ,Kopf“ mit {X[To] = 6,Y[To] = 1} und ,Zahl“ mit
{X[Ty]) = -3,Y[Ty] = 2} bewertet wurden.

Fiir alle Zeitpunkte wird nun gesetzt X [k] = X [Tp] und Y [k] = Y [To].
Dann ist

E{X"[k] - Y[k+r]} =0 ; BE{X'[k]} - E{YV[k+x]}=9/4 ; V&

und damit sind die Prozesse korreliert und orthogonal. Der Fall d)
ist nicht ergodisch. Die Prozesse wurden vor unendlich langer Zeit
pripariert!, so dass wir bei Anwendung des Zeitmittels < ... > {iber
einen beliebig langen Zeitraum (auch unendlich lang, falls & = —oco
nicht enthalten ist, also z.B. ¥ = 0...00) entweder erhalten, falls die
Miinze A ,Kopf“ zeigte:

<X'[k] - Y[k+r>=6 ; <X'[k]>- - <Y[k+r>=6 ; Vk

oder, falls die Miinze A ,Zahl* zeigte:

<X'[k] - Y[k+k]>=—6 ; <X'[k]> <Y[k+r]>=-6 ; Vk

Damit &ndert sich bei Anwendung des Zeitmittels auch das Ergeb-
nis: der Prozess erscheint uns fiir jeden Ausgang des Miinzwurfes von
A jeweils unkorreliert und nicht orthogonal, also in Bezug auf Korre-
liertheit und Orthogonalitat genau das Gegenteil des Ergebnisses nach
Anwendung des Scharmittels. O

! Die Formulierung ,Priparierung eines Prozesses® wurde der Quantenmechanik
entlehnt.
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7.9 Spektraldarstellung stochastischer Prozesse

Wie schon bei den deterministischen Signalen lassen sich auch viele Eigen-
schaften der stochastischen Signale besser im Frequenzbereich beschreiben.
Die spektrale Darstellung zeitdiskreter Signale erhélt man mit Hilfe der zeit-
diskreten Fouriertransformation:

X (&%) = i z[kle 1Tk = i z[kle7P* mit & =T (7.43)

k=—00 k=—c0

Wir betrachten die Fouriertransformation der Autokorrelationsfolge:

o0

Sxx(ejqﬁ): Z ‘S)(X[;‘ﬁ]e_jqﬁkC (744)

KR=—0C

Es stellt sich die Frage, welche anschauliche Bedeutung diese Funktion hat.
Dazu stellen wir zunéchst fest, dass man durch die Fourier-Riicktransformation
fiir k = 0 aus ihr eine Aussage liber die mittlere Leistung des Signals gewinnen
kann. Wir wiederholen diese Riicktransformation hier nochmals zur Ubung:

%/Sx){(@j@)d@: % l :Z_: Sxx[ﬂ}e_j¢ﬁ‘| do
= Z %Sxx[li]/e_j@{dqs
= 3 sosxxlsl2nols)
= sxx(0) = E{|=[k]*} (7.45)

Der letzte Term stellt die mittlere Leistung des Signals dar. Diese lasst sich
also durch Integration aus der Fouriertransformierten der Autokorrelationsfol-
ge gewinnen. Folglich handelt es sich bei der Fouriertransformierten der Au-
tokorrelationsfolge um eine (Auto-)Leistungsdichte. Wir erhalten damit das
folgende

Theorem 7.1 (Wiener-Khintschine Theorem).
Die spektrale Autoleistungsdichte Sxx(e?“™) ergibt sich durch zeitdiskrete
Fouriertransformation aus der Autokorrelationsfolge sxx|[x].

Es ist also moglich, die mittlere Leistung eines Prozesses sowohl im Zeitbereich
durch die Autokorrelationsfolge zu bestimmen, als auch im Frequenzbereich
durch Integration iiber die spektrale Leistungsdichte. Da die Autokorrelati-
onsfolge konjugiert gerade ist, ergibt sich:
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1 L)
Sxx(ej(?) = Z SXX [H]B_jqﬁﬁ + SX)([O}@O + Z SXX [H]e_jqj%
k=1

K=—0C

oo

= sxx(0)+ Z (s%x[K]e’" + sxx[r]e ")
k=1

= SXX (0) + 2Re{z SXX [H]e_jqﬁn} (746)

k=1

Die Autoleistungsdichte ist also eine rein reelle Funktion. Zur Veranschauli-
chung soll nun die Autoleistungsdichte fiir zwei spezielle Zufallsprozesse an-
gegeben werden, den mittelwertfreien, unkorrelierten Prozess und den gleich-
méfig korrelierten Prozess.

Beispiel 7.7 — Mittelwertfreier, unkorrelierter (weiffer) Pro-
zess.

Fiir den mittelwertfreien, unkorrelierten Prozess ergibt sich der Wert
der Autokorrelation an der Stelle xk = 0 nach der bereits frither her-
geleiteten Beziehung (4.53)

sxx[0] = o+ [ul?

Auf Grund der Mittelwertfreiheit des Prozesses gilt © = 0 und es muss
daher nicht zwischen Autokorrelation und Autokovarianz unterschie-
den werden. An allen Stellen k # 0 ist die Autokorrelationsfolge auf
Grund der Unkorreliertheit des Prozesses gleich null.

o fir k=0
sxxlwl = {O sonst (7.47)

Durch die Fouriertransformation ergibt sich damit:

oo

Sxx(equ) = Z SXx[K] e_jqf"'C = Sxx[()}e_j@(o) =0 (748)

KR=—0C

Die Autoleistungsdichte ist fiir alle Frequenzen gleich der Varianz des
Signals. Da alle Frequenzen also den selben Beitrag zur Leistungsdich-
te bringen, spricht man auch von einem weifflen Prozess. O

Beispiel 7.8 — Gleichmaissig korrelierter Prozess.

Der zweite Spezialfall ist der gleichmaflig korrelierte Prozess. Die Au-
tokorrelationsfolge hat hier einen konstanten Wert fiir alle x:

SXX [lﬁ] = SXX [0] VK (749)

Fiir die Autoleistungsdichte gilt also:
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oo

Sxx(e?) = Z sxx|kle IPR
= s5xx|0] Z e IPn
2 o . 2T
= sxx|[0] T N:z;oo5[w — k2] mit 2= T
=sxx[0]2r Y O[® - 27K] (7.50)

wobei Theorem 4.1 auf Seite 92 benutzt wurde.

Die Autoleistungsdichte ist also ein Impulszug: Sie hat bei allen ganz-
zahligen Vielfachen der Grundfrequenz einen Delta-Impuls, der mit
27sx x [0] gewichtet ist, fiir alle anderen Stellen verschwindet sie. O

7.10 Transformation durch lineare Systeme

Bisher haben wir die Eigenschaften von Zufallsprozessen beschrieben und
Kenngrossen dafiir angegeben. Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich der
Ausgang eines LTT-Systems verhalt, wenn an seinem Eingang ein Zufallspro-
zess angelegt wird. Natiirlich wird dies auch am Ausgang zu einem stochas-
tischen Verhalten fiihren. Konkret interessieren wir uns also dafiir, wie die
Kenngrossen des Prozesses am Ausgang sich als Funktion der Kenngrossen
des Prozesses am Eingang sowie der Kenngrossen des LTI-Systems beschrei-
ben lassen (Orfanidis, 1988).

7.10.1 Ubertragung von Autokorrelationsfolge und
Autoleistungsdichte

In diesem Abschnitt soll das Verhalten von Autokorrelation und spektraler
Leistungsdichte eines Signals bei der Ubertragung durch ein LTT-System be-
trachtet werden. Der Eingangsprozess und die Impulsantwort h[k] des Systems
werden als bekannt angenommen. Wir interessieren uns nun fiir die Signalei-
genschaften am Ausgang.

Bei Kenntnis einer Musterfolge x[k] am Eingang 14t sich die zugehdrige
Musterfolge am Ausgang durch die Faltung mit der Impulsantwort bestimmen:

ylk] = > hlialk — i) (7.51)

i=—00
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Damit ergibt sich fiir die Autokorrelationsfolge am Ausgang folgendes:

syy[r] = E{Y* [KY [k + #]}

- FE i h*[i) X[k — ] i hlj] X[k + k= j]
:Z;}O]_Z_:wh* GIE{X*[k —i|X[k+r —j]}

— _Z_: _Z_: h*lilhljlsxx[i — j + K]

- _Z_: LZ_: h*[i]h[i +m] | sxx[k — m] (7.52)

Der eingeklammerte Teil hat die Form einer Faltungssumme.
Z h*[i]h[i + m] = h[m] % h*[—m] =: spn[m] (7.53)

Die so definierte Grofe spp[k] bezeichnet man als Systemkorrelationsfolge.
Damit erhdlt man weiter:

syyl|k] = Z shrlm]sxx [k —m]
= spnlK] * sxx[x] = hlk] * h*[—k] * sx x[K] (7.54)

Die Ausgangskorrelation 14fst sich also durch die Faltung von Eingangs- und
Systemkorrelation bestimmen. Durch die Ubertragung in den Frequenzbereich
1455t sich die schwierige Operation der Faltung durch die einfache Operation
der Multiplikation wie folgt ersetzen:

Syy (e'?) = FT{syy|x]}
= FT{h|k] * h*[—k] * sxx[r]}
= FT{h[s|}FT{h" |-k} FT{sxx[x]}
= H(*)H* (e7?)Sx x (e7?)
= [H(E)|* Sxx(7?) (7.55)

Wir geben weiter unten dazu das Beispiel 7.9.

7.10.2 Kreuzkorrelation zwischen Eingangs- und Ausgangsprozess

Zur Beschreibung eines Systems ist es giinstig, die Korrelation zwischen Ein-
gang und Ausgang zu bestimmen. Dazu bildet man die Kreuzkorrelationsfolge



194 7 Stochastische Signalverarbeitung

sxy k] = B{X*[k]Y [k + K]}

- F {X*[kz] i hli) X [k + # — i]}

i=—00

= Y h[E{X*[KX[k+r —i]}

i=—00

= Z hMSX)([KZ —i]

1=—00

= h|k] * sxx|K] (7.56)
Durch die Fourier-Transformation ergibt sich daraus
Sxy (%) = H(e")Sxx (e?) (7.57)
Beispiel 7.9 — Ubertragung eines weiflen, mittelwertfreien

Prozesses.

Wihlt man als Eingangssignal einen weifien, mittelwertfreien Prozess
mit

sxx|k] = 0[klox

SXX (ejqﬁ) =0Xx
so erhdlt man am Ausgang die Autoleistungsdichte:

syy|k] = snnlklsxx[k] = spilk] % d[K] ox
= oxspnlK] = oxh[k]h [—K]
Syy(e™®) = [H(e?)|" Sxx(e™®) = ox [H(e?)|
Die Ausgangs-Autoleistungsdichte eines weifen Prozesses bei Durch-
gang durch ein System ist also eine rein reelle Funktion, deren Fre-
quenzverhalten ausschliesslich durch den Betrag der Systemiibertra-
gungsfunktion bestimmt ist.

Die Kreuzkorrelation zwischen Eingang und Ausgang bestimmen wir
zu

sxvy k] = h[k] x §[|ox = oxhlK] (7.58)
Sxy(equ) = UxH(equ) (7.59)

Impulsantwort und Ubertragungsfunktion eines Systems kann man
also bestimmen, indem man es mit einem weifsen Prozess speist und
die Kreuzkorrelation zwischen Eingangs- und Ausgangsprozess misst.

O
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7.11 Schitzung der Autokorrelationsfolge

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Bestimmung der Autokorrelations-
folge (AKF) eines Prozesses. Diese kann nicht direkt gemessen werden. Um
trotzdem Aussagen iiber die Eigenschaften des Prozesses machen zu kénnen,
wurden verschiedene Schitzverfahren entwickelt.

7.11.1 Erwartungstreue und konsistente AKF-Schéitzung

Wie im vorigen Kapitel besprochen wurde, ist die Autokorrelationsfolge wie
folgt definiert:
SXX[kL kz} =F {X[k‘ﬂX[k’Q]} (760)

Um die Autokorrelationsfolge bestimmen zu kénnen, muss der Prozess iiber
einen gewissen Zeitraum beobachtet werden. Daraus ergibt sich schon die erste
Einschrinkung. Damit das Ergebnis sinnvoll ist, muss der Prozess wenigstens
iiber diesen Zeitraum stationér sein. Daher:

sxx[k] = E {X[K] X[k + #]} (7.61)

Da nie der gesamte Zufallsprozess X [k] bekannt ist, sondern immer nur eine
Musterfolge gemessen werden kann, muss dariiber hinaus Ergodizitit voraus-
gesetzt werden. Nur in diesem Fall lassen sich die Eigenschaften des Prozesses
aus einer beliebigen Musterfolge ableiten:

N
sxxle] = lim 2N1ﬁ S wlkfalk + 4] (7.62)
k

Praktisch kann natiirlich nur eine Musterfolge der endlichen Linge N be-
trachtet werden. Um zu zeigen, dass nun nur noch eine Schitzgrdfse vorliegt,

~u

kennzeichnen wir das Ergebnis mit einem ,; “:

sxxln] = % S alklelk + ) (7.63)
k=0

Der Zusammenhang des positiven und negativen Teils der Autokorrelations-
folge kann iiber die Substitution k' = k — k wie folgt hergeleitet werden:

1 N-1
$xx[—H] - N wlHlalk =~
N k=0
N—-1-k
k' =k—k 1
W=k—r] 1 [k|z [k’ + K] (7.64)
N i
N-1
Stationariti 1
[Stationaritat] N z[k'|z[k + K] = $xx][K]



196 7 Stochastische Signalverarbeitung

Wie die Autokorrelationsfolge fiir reelle Signale selbst ist auch ihr Schitzwert
gerade. Da positiver und negativer Teil identisch sind, wird im folgenden nur
noch der positive Teil beriicksichtigt.

Aus der zeitlichen Begrenzung ergibt sich ein weiteres Problem: Um das
Produkt unter der Summe zu bilden, muss die Folge um « gegen sich selbst
verschoben werden. Dies fiihrt zu Folgegliedern, die aufierhalb des beobachte-
ten Intervalls 0... N — 1 liegen und folglich nicht bekannt sind. Damit liegen
fiir die Stelle x nicht N Produkte zur Summierung, wie in (7.62), sondern nur

— |k| vor. Um diese Tatsache in die Formel (7.63) aufnehmen zu kénnen,
muss das Vorzeichen von ~ beriicksichtigt werden.

Nl\n|

Sxx|kl] = Z zlk + [k|]

= Z — ]

Neben der Anpassung der Summationsgrenzen stellt sich auch die Fra-
ge, inwieweit der Normierungsfaktor noch sinnvoll ist, wenn nur noch iber

— || Elemente summiert wird. Dies wird fiir die weiteren Betrachtungen
von Ausschlag gebender Bedeutung sein. Wir setzen daher zunéchst einen un-
bestimmten Normierungsfaktor 1/M an und erhalten die folgende allgemeine
Schétzfunktion fiir die Autokorrelationsfolge:

1 N—1— \n|
sxx[lkl] = sxx[—|xl] = i o[k + |x]]
k=0
N-—1
1
= Mkﬂ lm — |]] (7.65)

Fiir die Wahl des Normierungsfaktor bieten sich zwei plausible Moglichkeiten
an. Zum einen kann man sich konsequent an die Definition der Autokorrelati-
onsfolge halten und M = N wahlen. Andererseits kann man beriicksichtigen,
dass mit steigendem |x| immer weniger Summationselemente zur Verfiigung
stehen und M = N — || definieren.

Zur Beurteilung eines Schitzwertes konnen verschiedene Kriterien definiert
werden. Zur Beurteilung der Giite einer AKF-Schétzung sind zwei Kriterien
besonders aussagekraftig: die Erwartungstreue und die Konsistenz. Diese sol-
len nun fiir die beiden verschiedenen Varianten der Normierung bestimmt
werden.

Das erste Kriterium, die Erwartungstreue, ist wie folgt definiert:

E{3xx[[kl]} = sxx[[xl] (7.66)

Ein Schitzwert ist also erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert mit dem
wahren Wert iibereinstimmt. Fiir unsere Schitzfolge ergibt sich:
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N—1—|x|
Efsxxllelly = B o2 S XMX[k+r)
k=0

N—-1—|x|

> E{X[KX[k+x]}
k=

N—1—0|r€\

> sxxlll]

k=0

— |k

Sk

=z g[=

Man erkennt sofort, dass fiir M = N — || die Schitzung erwartungstreu ist.
Fiir M = N dagegen wird die wahre Autokorrelationsfolge mit dem Faktor
(N — |k|)/N bewertet. Dies kann man sich anschaulich wie die Multiplikati-
on mit einer dreieckigen Fensterfolge, dem Bartlett-Fenster, vorstellen (siehe
Abb. 7.3).

-N 0 N k

Abbildung 7.3. Modifikation durch Bartlettfenster (Mitte).

Das Bartlettfenster ist dabei wie folgt definiert:
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Rkl = {

N—|x|

fir |k|<N-1 (7.68)
0 sonst
Die AKF-Schitzung kann in diesem Fall nur fiir N > |k| als anndhernd
erwartungstreu angesehen werden.

Das zweite Kriterium ist die Konsistenz. Man spricht von einem konsis-
tenten Schétzwert, wenn die Varianz des Schéitzers fiir N — oo gegen null
geht.

A}iinoo Var{sxx[|x|]} =0 (7.69)

Um die Formel fiir die Varianz mit ertriglichem Aufwand herleiten zu kon-
nen, wird im Folgenden der Spezialfall eines mittelwertfreien, unkorrelierten
Prozesses behandelt. Die Mittelwertfreiheit ist wie folgt definiert:

E{X[k]} =0 (7.70)

Ist der Prozess dariiber hinaus unkorreliert, so ist die Autokorrelationsfolge
an allen Stellen x # 0 gleich null:

o fir k=0

sxx||k|] = o d[k] = { (7.71)

0 sonst

Die Varianz lasst sich wie folgt aus dem quadratischen und linearen Mittelwert
berechnen.

Var {sxx[|x[]} = E{3%x[lsll} = |E {8xx[s[]}” (7.72)

Der lineare Mittelwert wurde schon im Zusammenhang mit der Erwartungs-
treue bestimmt. Daher gilt:

B G = (S o xlinl) 2

= 4[x] (NE” 0)2 (7.73)

Nun berechnen wir den Mittelwert des Quadrates:

N—-1—|x| N—-1—|k|
E{Sxlil} =B 5 > X@XG+lel > XX+ 1wl
N—-1—|k| N=1—|k|
= XX BOXEXGH WX GIXL + sl (.79

Wir erhalten einen Erwartungswert tiber das Produkt der Zufallsvariablen des
Prozesses an vier Stellen. Da wir den Prozess als unkorreliert angenommen
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haben, kann man den Erwartungswert des Produktes mit dem Produkt der
Erwartungswerte der einzelnen Faktoren gleichsetzen, sofern sich diese nicht
auf dieselbe Stelle beziehen:

EAX[)X[i + w] X [1X[j + ]} = E{X[I}EA{X[i + s} E{X [} EL{X]] + &]}
=0 fir i#i+c4j#j+k (7.75)
Tritt ein Index mehrfach auf, wird also das Produkt von Folgegliedern an
der selben Stelle betrachtet, so kommt die Unkorreliertheit nicht zum Tragen,
und es muss der Erwartungswert {iber die potenzierte Grofse gebildet werden.

Damit ist der Erwartungswert im Fall x = 0 und 7 # j ungleich null, wenn er
die folgende Form annimmt;:

P B [#=0] 201 v 20
E{X[)X[i+ s X[IX[j +x]} = E{X*[X°[j]}
i) E{X?[i]} E{X?[]}
= (sxx[0])? =" (7.76)
Im Fall x = 0 und i = j ergibt sich ein einzelner Wert:
(k=0 , i=j]
E{X[{X[i +r]X[j]X[j + &]} = E{X'} (7.77)

Fiir den Mittelwert des Quadrates ergibt sich daraus fiir den Fall x = 0:

E{&xl0l} = 557 2 Y BAX[IXEIXLIXL])

(7.78)

Fiir den Fall x # 0 ist der Erwartungswert nur dann von null verschieden,
wenn gilt ¢ = j:

N—-1—|s| N—1—|x|

E{gg(xuﬁu}:% > Z E{X[]X[i + k] X[ X[j + #]}
1 N—-1—|k| S 1 N—1—|x| ,
=+ go E{X?[X*[i+n]} = 55 ; o

_ %02 (7.79)

Damit erhilt man fiir die Varianz:
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(N? = N)o? + NE{X*} N2 ,

Var {sxx[kl]} [s=0

- e M2’
B N(E {X4} - 02)
_ —
_ _ a0 _ 52
IM=N_|xl=N] B X"y = 07 {X]\; — (1/N) (7.80)
Var {sxxIIsl]} [xto — N—Isl 2 (7.81)

M2

Aus Gl (7.80) erkennt man zuniichst, dass bei beschrinktem E {X*} die
Varianz fiir x = 0 mit der Ordnung ((1/N) klein wird. Aus Gl. (7.81) liest man
ab, welchen Einfluss der Normierungsfaktor auf die Konsistenz der Schétzung
fiir x # 0 hat (siehe auch Abb. 7.4 unten). Fiir die erwartungstreue Schitzung
mit M = N — |x| erhélt man den Ausdruck

N — 1
11 507 = o? (7.82)
(N — [x])

Var {sxxlx]} = T
Dieser Ausdruck geht nur dann gegen null, wenn N grof gegeniiber  ist. Fiir
|k| = N — 1 dagegen geht die Varianz der AKF-Schiitzung gegen 0. Die Zu-
nahme der Varianz mit steigendem « war auch zu erwarten, denn es stehen ja
immer weniger Werte zur Mittelung zur Verfligung. Fazit: Die erwartungstreue
Schatzung ist nicht konsistent.

Var{s,[lx ]}
0.2
0.4 ]
erwartungstreu
0.2 1
konsistent
0 } } ! 0
0 4 8 12 16 «

Abbildung 7.4. Varianz des erwartungstreuen (obere Linie) und des konsistenten
(untere Linie) Schitzers als Funktion von k.

Fiir die Normierung mit M = N (konsistente Schitzung) ergibt sich:
N —|s| 5
N 7

Fiir steigendes N geht die Varianz fiir alle || gegen null. Der Schitzwert ist
also konsistent. Mit steigendem s nimmt die Varianz sogar ab. Diese positive

Var{8.z[|cl]} = (7.83)
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Eigenschaft wird allerdings dadurch relativiert, dass im gleichen Zuge die Er-
wartungstreue abnimmt. Die konsistente Schdtzung ist nicht erwartungstreu.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in folgendem

Theorem 7.2 (Konsistente und erwartungstreue Schitzer).
Die AKF eines mittelwertfreien, unkorrelierten Prozesses kann wie folgt
geschdtzt werden.

N—-1—|x|
1
Konsistent :  Sxx|[|s|] = N Z x[k]z[k + ||| (7.84)
k=0
N—-1—|x|
. 1
Erwartungstrev :  Sxx|[|k]] = Nl Z zlklzlk + |k|)  (7.85)
k=0

Die Varianz beider Schitzer geht fir « = 0 mit O(1/N). Fir x # 0 gilt:

N — |k [V_K]
THJQ = ((1/N) (7.86)

[34]
Erwartungstreu :  Var {5xx|[|x|]} = N%Maz 7 O(1/N) (7.87)

Konsistent :  Var {3xx|[|x|]} =

Die konsistente Schatzung der AKF ist nicht erwartungstreu, und die erwar-
tungstreue Schatzung ist nicht konsistent. Das Verhalten der Varianz als Funk-
tion von |k| wird in Abb. 7.4 deutlich.

7.11.2 Schitzung mit Hilfe der FFT

Dieser folgende Abschnitt beschéftigt sich mit der praktischen Berechnung der
AKF-Schitzung. Dabei beschranken wir uns auf die konsistente Schétzung.
Wegen der Symmetrie der Schitzer, Gl. (7.65), setzen wir ohne Beschrédnkung
der Allgemeinheit ~ als nichtnegativ voraus:

N—1—k
Sxx[k Z zlklzlk + k] mit 0<k<M (7.88)
k=0

Die Idee zur Losung des Problems ist folgende: Die AKF-Schétzung hat ei-
ne dhnliche Struktur wie die diskrete Faltung. Es ist bekannt, dass sich die
Bestimmung der Faltungssumme im Frequenzbereich erheblich vereinfacht.
Aufierdem haben wir mit der schnellen Fouriertransformation (FFT) einen
Algorithmus kennen gelernt, mit dem man die Transformation in den Fre-
quenzbereich und wieder zuriick relativ giinstig durchfiihren kann. Es bietet
sich also an, die Berechnung in den Frequenzbereich zu verlegen.

Dazu muss das Problem zunidchst an die diskrete Fouriertransformation
angepasst werden. Die DFT setzt sowohl im Zeitbereich als auch im Frequenz-
bereich periodische Folgen voraus. Die AKF-Schitzung wird jedoch aus einer
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endlichen Folge z[k] der Lange N berechnet. Um daraus eine periodische Folge
zu machen, muss z[k] zyklisch wiederholt werden. Dabei muss beriicksichtigt
werden, dass die Folge z[k] zur Berechnung der AKF-Schatzung gegen sich
selbst verschoben werden wird. Bei periodisch wiederholten Folgen wird da-
bei der Wert, der auf der linken Seite herausfllt, auf der rechten Seite wieder
hineingeschoben (siehe Abb. 7.5).

periodische

Abbildung 7.5. Verschiebung periodischer Folgen.

Dieses Problem ist von der periodischen bzw. aperiodischen Faltung her
bekannt. Um eine Uberschneidung der verschiedenen Perioden und damit eine
Verfilschung der AKF-Schitzung an der Stelle x zu verhindern, muss die
Periode also mit mindestens x Nullstellen aufgefiillt werden. Bezeichnet man
die grofste, fiir die AKF-Schitzung noch interessante Stelle mit M, so muss
fiir die Periodenlénge L gelten:

L>N+M (7.89)

Im Allgemeinen wird man L als eine Potenz von 2 wahlen, um das Problem
mittels FFT behandeln zu konnen.

Das periodische Signal, das aus z[k] hervorgeht, kann damit folgenderma-
fen definiert werden:

kKl 0<kE<N-1
i) = {4 0sks (7.90)
0 N<E<LL-1
Plk] = ik +4iL] mit i€Z (7.91)
Daraus erhélt man die periodische AKF-Schitzung
1 L—1-k
sxx[r] =+ > Ek]afk + Al (7.92)
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Aus den oben gemachten Betrachtungen folgt, dass periodische und aperiodi-
sche Schitzung im Bereich 0. .. M iibereinstimmen:

S$xx[K] = Szalr] mit 0<kK<M (7.93)

Nun bringt man die periodische Schitzung durch die Substitution k = k + &
in die Form einer Faltungssumme:

1 L—-1-k
sxxlrl = > &k)Ek + k]
1 LEO =
=~ kzﬁj[k:]x[k — K| = N gx[k]x[—(n — k)]
1. -
= Nx[ff} * T[—K] (7.94)

Durch die diskrete Fouriertransformation erhalt man nun

DFI{gxxua}=3%DFT{ﬂ@}DFT{ﬂ—ﬁn

1
= X [X[n] (7.95)
Sxxlx] = IDFT {X?[n]} (7.96)

Damit 14ft sich eine einfache Schrittfolge zur Bestimmung der AKF-
Schitzung angeben:

1. W&hlen einer geeigneten Periodenlinge L (L > N + M, L = 2"), z[k]
durch Anhéngen von Nullstellen auf die Lange L bringen
FFT-Algorithmus liefert X [n]

Quadrieren von X [n]

FFT-Algorithmus liefert Riicktransformation

Normierung mit 1/N

O N

7.12 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben nunmehr alle Werkzeuge zur Hand, stochastische Grofen zu be-
schreiben und ihre Transformation durch LTI-Systeme mittels Korrelationen
anzugeben. Auch die Systemeigenschaften lassen sich durch stochastische Gro-
fen ermitteln.

Allerdings setzt die Schitzung der notwendigen Korrelationsfunktionen
eine grofie Anzahl von Messwerten voraus, die unter den Voraussetzungen der
Stationaritit und Ergodizitit erhoben werden miissen. Und selbst wenn dies
gegeben ist, ist die Schitzung nicht gleichzeitig erwartungstreu und konsistent.
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Da Stationaritit oft nicht {iber die zum Erheben langer Messreihen not-
wendigen Zeitspannen vorausgesetzt werden kann, wollen wir uns im nichsten
Kapitel einer vollig anderen, modellgestiitzten Methode der Beschreibung von
Zufallsprozessen zuwenden. Diese ist modellgestiitzt und vermeidet damit den
Nachteil des Benutzens langer, als stationdr vorauszusetzender Zeitreihen.

Ubungen

Ubung 7.1 — Erwartungswert und Varianz.

Betrachten Sie den Zufallsprozess aus Beispiel 7.1. Berechnen Sie den Erwar-
tungswert und die Varianz dieses Zufallsprozesses.

Ubung 7.2 — Fragen zu stochastischen Signalen: Wahr oder falsch?.

Priifen Sie die folgenden Aussagen auf ihre Richtigkeit.

a. Ein stationdires Signal kann einen von der Zeit unabhingigen Mittelwert,
jedoch eine zeitabhingige Varianz haben.

b. Ergodische Signale haben die Eigenschaft, dass sich der Erwartungswert
sowie die Autokorrelationsfolge aus einer einzigen Realisierung z(t) be-
stimmen lassen.

¢. Aus dem Leistungsdichtespektrum ldsst sich ohne Zusatzinformation die
AKF ermitteln.

d. Das Leistungsdichtespektrum lasst sich nicht fiir periodische Signale be-
rechnen.

Ubung 7.3 — Leistung eines stochastischen Stromes.

Ein Widerstand von R/f2 = 5 werde von einem zufilligen Strom mit der
Autokorrelationsfolge s;7[7]/A% = 2e~7| durchflossen.

a. Wie grofs ist die verbrauchte Leistung P?
b. Wie lautet die spektrale Leistungsdichte Srr(jw)?

Ubung 7.4 — Filtern von Rauschen.

Gegeben ist eine Rauschquelle, die ein weiffes mittelwertfreies Rauschen mit
der Varianz ox erzeugt. AuRerdem ist ein Ubertragungssystem gegeben, das
durch die Differenzengleichung y[n] = 1/2z[n] + 1/2z[n — 1] vollstandig cha-
rakterisiert sei.

a. Geben Sie die Autokorrelationsfolge und die Autoleistungsdichte fiir den
Rauschprozess an (Skizze).

b. Bestimmen Sie die Impulsantwort h[k] und die Systemkorrelation spp,[x]
fiir das Ubertragungssystem.

c. Das Ubertragungssystem wird nun von der Rauschquelle gespeist. Be-
stimmen Sie die Autokorrelationsfolge syy [r] des Ausgangssignals. Was
konnen Sie {iber die Varianz oy am Ausgang aussagen?
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Modellsysteme

Die im vorigen Kapitel behandelten klassischen Verfahren haben einige ent-
scheidende Nachteile. Zur Bestimmung der Autokorrelationsfolge kénnen nur
endlich viele Werte aufgenommen werden. Die zeitliche Fensterung, die sich
daraus fiir die AKF ergibt, fiihrt zu ungiinstigen Spektraleigenschaften, wie
wir im Kapitel {iber die diskrete Fouriertransformation gesehen haben. Ins-
besondere schmalbandige Prozesse kénnen so nur unzureichend dargestellt
werden. Dariiber hinaus ist es problematisch, Schitzwerte zu bestimmen, die
sowohl erwartungstreu als auch konsistent sind. Dazu ist es nétig, dass ei-
ne grofe Anzahl von Folgegliedern fiir die Berechnung zur Verfiigung steht,
was wiederum zu einem hohen Rechenaufwand fiithrt. Auferdem sind viele
Prozesse nicht streng stationér. Bei solchen Prozessen kann Stationaritét nur
fiir kurze Zeitspannen angenommen werden, z.B. bei der Produktion akus-
tischer Laute, wodurch sich die Forderung nach einer Kurzzeitschéitzung der
Autokorrelationsfolge ergibt. Dies ist mit den traditionellen Verfahren nicht
befriedigend zu realisieren.

Modell-

prozess
weiBe q(k) Vergleich zur analvsierter
Rausch- |> H(x) Identifikation der == L Y> 5
quelle Modellparameter

Modellfilter-Koeffizienten und
Leistungen der weiBen Rauschquelle

Abbildung 8.1. Modellsystem fiir einen Rauschprozess
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Einen vollig anderen Ansatz bieten die sogenannten modellgestiitzten Ver-
fahren, deren Funktionsprinzip in Abb. 8.1 dargestellt ist. Man versucht hier
die Entstehung des Prozesses nachzubilden. Dazu nimmt man ein lineares
System an, dessen Ordnung, also die Anzahl der Parameter, vorgegeben wird.
Die Werte der Parameter sind zunfchst unbekannt. Das lineare System wird
mit weifem Rauschen der Leistung 1 gespeist. Dieses Rauschen wird auf eine
zunichst unbekannte Leistung ¢[k| verstdrkt. Die Leistung der resultieren-
den Rauschquelle ¢[k] sowie die Parameter des Systems werden zusammen als
Modellparameter bezeichnet. Sie werden nun so gewéhlt, dass das Ausgangs-
signal z[k] (der Modellprozess) das Spektrum des zu analysierenden Prozesses
moglichst gut annédhert. Diese Adaption der Modellparameter wird in Abb.
8.1 durch einen diagonalen Pfeil durch das entsprechende Schaltungselement
dargestellt.

Da die Anregung durch einen Rauschprozess g[k] geschieht, kénnen zur
Bestimmung der Modellparameter nicht unmittelbar die (stochastischen)
Eingangs- und Ausgangsgrofien verwendet werden, sondern es miissen wieder
Korrelationsfolgen benutzt werden. Man beachte aber folgenden Unterschied:
in der bisherigen Vorgehensweise wurden Korrelationsfolgen als direkt deter-
minierende Grofien des Prozesses x[k] gemessen, iiber die Entstehung von x[k]
wurden keine Annahmen getroffen. Im Gegensatz dazu wird bei dem modell-
gestiitzten Verfahren x[k] aus einem linearen Prozess mit Rauschanregung ¢[k]
erzeugt. Korrelationsfolgen werden jetzt nur als Mittel zur Bestimmung der
Modellparameter bendtigt; dies ermdglicht es, auch Kurzzeitkorrelationen zu
verwenden.

Falls der wahre Prozess durch die Struktur des Modells korrekt abgebildet
wird, ist die Parameterschatzung exakt. Diese Kenntnis kann benutzt werden,
um a-priori Wissen iiber die Prozessstruktur einzubauen, z.B. bekannte Ord-
nung des zu analysierenden Prozesses. Es wird also nicht mehr die (Langzeit-
JAKF selbst, sondern es werden die Parameter eines Ubertragungssystems
geschitzt. Dadurch verringert sich die Zahl der zu schitzenden Grofen in der
Regel erheblich. Um diese zu bestimmen, geniigt ein kurzer Beobachtungszeit-
raum, was zu befriedigenden Ergebnissen auch fiir kurzzeitstationére Prozesse
fiihrt.

Absichtlich wird hier nicht die iibliche Notation Eingang: x[k], Ausgang:
y[k] gewdhlt. Stattdessen schreiben wir ¢[k] als Anregung und z[k] fiir den
eigentlichen ,Ausgang®* des Modellprozesses. Dies hat zwei Griinde: 1.) Durch
die Bezeichnung q[k] fiir die Anregung wird deutlich, dass es sich um ein
Rauschsignal handelt. 2.) Der Modellprozess ist oft unbekannt, der Beobachter
sieht also erst x[k]. Er kann nun z[k] als Eingangssignal eines Analysesystems
verwenden, welches den Prozess identifiziert. Wir werden solche Verfahren im
Laufe dieses Kapitels kennenlernen. Der Ausgang des Analysesystems ist dann
der ,eigentliche” Systemausgang. Durch die Wahl der Notation kdnnen also
Modellsystem und Analysesystem unterschieden werden.
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8.1 Einfaches Modellsystem: Markov-Prozess

Die einfachste Realisierung einer Parameterschitzung wird bei einem Prozess
mit nur einem Parameter vorgenommen. Einen solchen Prozess bezeichnet
man als Markov-Prozess. Der Markov-Prozess ist dadurch definiert, dass er
nur auf den unmittelbar vorhergehenden Zustand zuriickgreift. Er gehort zu
den autoregressiven Modellen, auf die wir im n#chsten Abschnitt noch naher
eingehen wollen. Der Markov-Prozess ist kausal und hat die folgende Differen-
zengleichung:

x[k] = qlk] — arz[k — 1]. (8.1)

Dabei steht x[k] hier fiir den Ausgang des Prozesses. Diese Notation ist
so gewahlt, weil z[k] als Eingangsgrofe fiir das nachfolgende Analysesystem
dient, welches die Modellparameter schitzt. Der Prozess wird angeregt mit
weiflem, mittelwertfreien Rauschen ¢[k], fir das gilt:

sQqQlk] = d[klog (8.2)
und _
Sqq(e'?) = 0q. (8.3)

Durch die Transformation in den Z-Bereich erhilt man die Ubertragungs-
funktion:

X(2) = Q(2) —ar127' X (2)
X(2)1+a1z7) = Q(2)
X(z) 1

(8.4)

Das Verhalten des gesamten Systems wird also nur durch einen Parameter
a1 bestimmt. Wir wollen nun zeigen, in welcher Weise die Autokorrelations-
folge und die Autoleistungsdichte des Ausgangsprozesses X (n) von diesem
Parameter a; abhingen. Die dazu bend&tigten Gleichungen wurden bereits im
Abschnitt 7.10 des Kapitels Stochastische Signalverarbeitung hergeleitet. Wir
stellen sie hier noch einmal in Kurzform zusammen und wenden sie auf den
Markov-Prozess an.

Fiir die Autoleistungsdichte gilt

. - 2 g
Sxx(e?) = o | = T2
1

= 79 . (8.5)
1+ 2Re{a1e 9%} + |a4|

Fiir reellwertige Koeffizienten a; ergibt sich speziell

Sxx(e'?) = 79 .
xx(e) 1+ 2ay cos(P) + a? (8.6)
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Die Autokorrelationsfolge am Ausgang erhilt man aufgrund der Bezie-
hung:
sxx|[k] = ogsnn[k] = oghlk] * h[—K] (8.7)

Dabei berechnet man die Impulsantwort aus der inversen Z-Transformation
der kausalen Ubertragungsfunktion

—alk ur =
h[k]=z-1{H<z>}=Z-l{¥}:{< JPofir k=0 g

1+a271 0 sonst

Damit ergibt sich die Systemkorrelation

oo

Shh |I~€‘ — Z al k+|n\

k=0

S ) (8.9)

wobei von der Beziehung Y77 (b = 1> mit b = (—a;)? fiir geometrische
Reihen Gebrauch gemacht wurde. Fiir die Autokorrelationsfolge gilt dann

(—a1)l
sxx|[kl] = T= (a2 @ (8.10)
oder in rekursiver Darstellung
—ay)lKIF1
sxx(l 1) = =2

—(—a (—ay)l*! o
= (~a) (1 — (—a1)? Q)
= (—al)SXXHKH. (811)

Man erkennt, dass der Markov-Prozess (und autoregressive Modelle allge-
mein) nicht von endlichen Autokorrelationsfolgen ausgeht wie die traditionel-
len Verfahren, sondern von einer unendlichen AKF, bei der jedes Folgeglied
aus seinen Vorgéngern bestimmt werden kann. Die Abb. 8.2 zeigt, dass trotz
der sehr einfachen Struktur des Modells Spektren verschiedener Charakteris-
tik erzeugt werden konnen. Fiir negative a; erhélt man ein Tiefpass-Prozess,
fiir positive a; einen Hochpass-Prozess und mit komplexem a; kann schlieflich
ein Bandpassprozess realisiert werden. Durch die Verdnderung eines einzigen
Parameters bei einem sehr einfachen Prozess erster Ordnung kénnen also be-
reits ganz verschiedene Verhalten des Systems hervorgerufen werden.
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(a) Beispiel 1: AKF
odkl
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(c) Beispiel 2: AKF
rodkl
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(e) Beispiel 3: komplexe AKF
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(b) Beispiel 1: LDS

Sxx(efg)

4

Qln
(d) Beispiel 2: LDS
S,,(69)
4.
2.
O demmm oo

1 Qln

(f) Beispiel 3: unsymmetrische LDS
S (¢9)

4

1 Qln

Abbildung 8.2. AKF und LDS eines Markov-Prozesses fiir verschiedene Parameter
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8.2 AR, MA, ARMA-Modelle

Nachdem im vorigen Abschnitt schon der Markov-Prozess als ein einfaches
Beispiel fiir einen autoregressives Modell vorgestellt wurde, sollen nun noch
einmal allgemein die verschiedenen Modellformen vorgestellt werden. Nach
der Struktur der Ubertragungsfunktion werden drei verschiedene Typen un-
terschieden. Die Signalflusspléne dazu sind in Abb. 8.3 dargestellt.

e Das autoregressive Modell (AR-Modell)

1 1
A(z) 140 apz”

H(z) = (8.12)

Autoregressiv bedeutet, dass nur (auto) der Wert am Ausgang zur Riick-

kopplung (regressiv, feedback) benutzt wird. Man spricht auch von einem

all-pole-System, da die Ubertragungsfunktion ausschlieRlich Pole enthilt.
e Das moving-average Modell (MA-Modell)

H(z)=B(z)=1+ i a,z"* (8.13)
pn=1

Der Name Moving-average (gleitender Mittelwert) leitet sich daraus her,
dass gleitende Mittelwerte ebenso durch Gewichtung des Eingangs und
seiner Vorgéngerwerte (forward-loop) berechnet werden. Es handelt sich
um ein sogenanntes all-zero-System, da die Ubertragungsfunktion aussch-
liesslich Nullstellen enthélt.

e Das autoregressive moving-average Modell (ARMA-Modell)

B(z) 1+ ZL”:I bz H
A(z) 1+ az

Dieses enthialt beide Funktionalitdten (AR und MA). Die ARMA-Systeme
entsprechen der allgemeinen Differenzengleichung, siehe Theorem 3.11 auf
Seite 64. Nach diesem Theorem kann auch eine zu Abb. 8.3(¢) dquivalente
kanonische Schaltung gewahlt werden, die mit max{N, M} vielen Verzo-
gerern auskommt.

H(z) = (8.14)

Von den vorgestellten Systemen ist das autoregressive Modell das ge-
brauchlichste. Dies liegt zum einen daran, dass es theoretisch einfach zu behan-
deln ist: Die Schitzung der Parameter des AR-Modells fiihrt auf ein lineares
Gleichungssystem, bei MA- und ARMA-Modellen dagegen auf nichtlineare
Gleichungssysteme. Zum anderen liegen die Stérken des AR-Modells gerade
da, wo die traditionellen Verfahren ihre Schwichen haben, bei der Darstel-
lung schmalbandiger Prozesse, siche Abb. 8.4. Da nur ein endlicher Ausschnitt
(Fenster) aus der Reihe der Folgenwerte bekannt ist, fiihrt die zeitliche Fens-
terung bei den traditionellen Verfahren zu einer starken Verbreiterung des
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(a) AR-Modell (b) MA-Modell
qlk] @ x*R[k] qlk] D xMAK]

Abbildung 8.3. Signalflussplane zu AR-~, MA-, und ARMA-Modellsystemen

Impulses im Frequenzbereich. Dies ist bereits von der Fouriertransformation
des Rechteckfensters bekannt, welches dem AKF-Fenster dquivalent ist. In der
Abb. 8.4 wird dies im mittleren Bild gut sichtbar. Das AR-Modell dagegen
kann den Deltaanteil gut durch eine Polstelle anndhern, wie man ebenfalls
in der Abbildung sieht. Bei der Darstellung breitbandiger Prozesse ist das
AR-Modell allerdings weniger geeignet.
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Abbildung 8.4. Vergleich von traditioneller und autoregressiver Schitzung einer
Sinusschwingung. Links: Autokorrelation, rechts: Autoleistungsdichte. a) tatsichli-
cher Verlauf b) AKF-Schitzung, traditionell c) Modellsystem (AR)

8.3 Yule-Walker Gleichung

Um das Spektrum eines Zufallsprozesses mit Hilfe eines Modellsystems schét-
zen zu kénnen, muss eine Beziehung zwischen den Modellparametern (g, {a;})
und der Autokorrelationsfolge sx x[k] gefunden werden. Diese Beziehung soll
hier fiir das autoregressive Modell hergeleitet werden. Wir verlangen dazu im
Prinzip, dass alle Werte z[k] gerade durch einen Modellprozess n-ter Ord-
nung erzeugt werden. Da es sich um einen stochastischen Prozess handelt,
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mitteln wir diese Erzeugungsbedingung iiber viele Realisationen des Prozes-
ses, so dass wir die Erzeugungsbedingung als Funktion der (Kurzzeit-)AKF
darstellen kénnen. Diese Bedingung ergibt dann Gleichungen fiir die n Para-
meter aj...ay.

Wir betrachten wie schon im vorigen Kapitel einen reellen Prozess. Zu-
nichst setzt man die Differenzengleichung des Systems

z[k] = qlk] — Za,,a:[k — V] (8.15)

in die Definitionsgleichung der Autokorrelationsfolge ein. Dadurch erhalten
wir weitere, schon bekannte Korrelationen:

sxx[s] = E{X (k)X (k + r)}

sxx|[k]=FE {X(k) Qk+r) — Zal,X(k: —v+ /4:)) }
v=1

n

sxxlr] = EAX(K)Q(k+r)} — > a, E{X(K)X(k —v+r)}. (8.16)
v=1

Man beachte, dass wir hier nichts iiber die Erwartungswerte ausgesagt ha-
ben. Sie werden laut Definition als Mittelung iiber verschiedene Realisationen
des Prozesses gebildet. Nehmen wir Ergodizitét an, so kdnnen sie innerhalb
einer Realisierung des Prozesses gebildet werden. Uber die Linge des dabei
verwendeten Zeitfensters ist hier noch nichts ausgesagt.

Der erste Erwartungswert in sx x [k] ist (nach Definition) die Kreuzkorre-
lation zwischen Eingang () und Ausgang X:

E{X(k)Q(k+ r)} = sxqlK]- (8.17)
Fiir die Kreuzkorrelationsfolge haben wir bereits hergeleitet:
sxqlk] = sxx|k| * h[k] = 0Qd[K] * h|k] = ogh[k] (8.18)

Da es sich am Eingang, und damit auch am Ausgang, um einen weifien
Prozess handelt, ist es plausibel anzunehmen, dass auch Eingangs- und Aus-
gangsprozess unkorreliert sind. Daher braucht nur die Stelle k = 0 der Kreuz-
korrelationsfolge betrachtet zu werden. Setzen wir Kausalitit voraus, kdnnen
wir aus der Differenzengleichung des Systems entnehmen, dass

z[0] = ¢[0]. (8.19)

gilt. Damit ist auch die Impulsantwort an der Stelle x = 0 gegeben, denn
wegen der Kausalitét gilt fiir den ersten Zeitschritt:

h[0] = z[0]/q[0] = 1. (8.20)
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Fir die Kreuzkorrelation erhalten wir damit

og firk=0
sxolk] = {OQ ot (8.21)

Wir fahren nun fort mit der Betrachtung von sx x[«]. In diesem Ausdruck
ist der zweite Erwartungswert unter der Summe gleich der verschobenen Au-
tokorrelation am Ausgang. Damit ergibt sich:

Z%E {X(k)X(k—v+r)} = Za,,sxx[n—u} (8.22)
v=1 v=1
Mit den Ergebnissen aus Gl. (8.22) erhalten wir folgende Formel fiir die
AKF am Ausgang:

_ n y f.. —
sxx|k] = 9Q nzuzl aysxx[V] 13r k=0 ' (8.23)
- Zyzl ausxx[fi - u} flirk >0

Fiir k > 0 ergeben sich n Gleichungen mit denen die n Koeffizienten a;
bestimmt werden kdnnen. Die Rauschleistung des Eingangsprozesses kann an-
schlieffend aus sy x mit x = 0 berechnet werden.

Bringt man das Gleichungssystem in eine Matrixform, so erhilt man:

SXXa = —SXX- (824)
Ausgeschrieben sieht die Matrixgleichung folgendermafien aus:
sxx[0]  sxx[-1] - sxx[-(n—1]\ (a1 —sxx|[1]
sxx[1]  sxx[0] - sxx[-(n—2)]] [ a2 —sxx|2]
. . . = . (8.25)
SXx[n—l} Sxx[n—2]~'~ SX)([O] Ay, —SX)([’I”L]

Fiir reellwertige Signale ist die AKF symmetrisch, so dass sxx[k] =
sxx|[—k] gilt. In diesem Fall enthélt die Matrixgleichung also nur n zu mes-
sende Grofien sx x[k].

Den Koeffizientenvektor a erhdlt man nun durch die linksseitige Multipli-
kation mit der inversen Matrix Sy 5. Es folgt

Theorem 8.1 (Yule-Walker-Gleichung).
a = —SXX_lsxx (826)

Diese Beziehung bezeichnet man als Yule- Walker-Gleichung. Zur vollstin-
digen Beschreibung des Modellprozesses bendtigen wir noch die Rauschleistung
0g. Diese erhdlt man aus der Gl. (8.23) mit k = 0:

Sxx[O] =0q _ZGDSXX[V} =0Q —SxxTa (8.27)
v=1
og = Sxx[O} + sxxTa = SX)([O] — SXXTSXx_lsXX (8.28)
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Mit Hilfe der Yule-Walker-Gleichung kénnen wir (bei reellwertigen Signalen)
aus den Gliedern sx x[0]...sx x[n] der Autokorrelationsfolge die Koeffizienten

des Prozesses berechnen.

Beispiel 8.1 — Yule-Walker-Gleichung.

Gegeben sei ein System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten
ay = 1/4, as = —1/2. Die Systemgleichung lautet damit

z[n] = q[n] — ix[n - 1]+ %x[n —2] [g(n) = Anregung].
Vor dem Zeitpunkt t=0 sind alle Grossen im System Null. Das System
wird dann angeregt mit einer delta-Folge ¢[n] = d[n].

Wir bestimmen die Autokorrelationsfolge sx x(x). Dies kénnten wir
gemiéss Gl. (7.54) durch Faltung der AKF der anregenden Delta-Folge
mit der Systemkorrelationsfolge des {ibertragenden Systems tun. (Sie-
he dazu auch Ubung 8.3.) Hier kénnen wir aber auch die Yule-Walker-
Gleichung zu diesem Zweck benutzen, und zwar am geeignetsten in der
Form der Gln. (8.23). Da die anregenden Folge eine Delta-Folge ist,
erhalten wir aus Gl. (8.23) das folgende allgemeine Gleichungssystem
fiir Systeme 2. Ordnung, diesmal umgeschrieben zur Bestimmung der
AKF-Werte:

1 a1 as sxx[0] 0Q
a1 1 + as 0 SXX[H = 0 (829)
a9 ail 1 Sxx[ﬂ 0

(Zum Giiltigkeitsbereich dieser Gleichung siehe die Ubung 8.4.) Wir
setzen die Koeffizienten und die Rauschleistung der Delta-Folge (= 1)
ein und erhalten

1 1/4-1/2\ [sxx]0] 1
1/4 1/2 0 sxx[1]] =10
~1/21/4 1 sxx|2] 0

Dieses Gleichungssystem wird gelost durch

16 8 10
SX)([O] = 9 = 1.777, Sxx[l] = 9 = —0.888, SX)([Q] = 9 =1.111

(8.30)
Weitere Werte erhalten wir durch Anwendung der Rekursion aus GI.
(8.23), also

sxx|k] = —a1sxx[k — 1] —assxx[k — 2] fiir kK > 2
und damit z.B.

SX)([3] = —a1SxXx [2] — GQSXX[:H = —13/18 = —0.7222 (8.31)
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Man beachte, dass wir auf diese Weise bei einem System der Ordnung
N immer zunichst ein Gleichungssystem der Ordnung N + 1 16sen
miissen und weitere Werte durch Rekursion erhalten. Dies macht vor
allem dann Sinn, wenn wir nur an wenigen Werten der AKF interes-
siert sind. Die Losung desselben Problems durch Faltung der AKF der
anregenden Delta-Folge mit der Systemkorrelationsfolge des iibertra-
genden Systems bzw. durch Fouriertransformation dieser Folgen (Gl.
7.55) ist zundchst mit mehr Aufwand verbunden, liefert dann aber
einfacher die hoheren Werte der AKF.

Ein weiterer interessanter Aspekt dieser Rechnung ist, dass die AKF
bei genauer Kenntnis des Eingangsprozesses exakt berechnet werden
kann. Im Gegensatz dazu stehen Schitzprobleme der AKF bei Mes-
sung mit endlicher Folgenlinge, wie wir gleich sehen werden. O

8.4 Losung der Yule-Walker-Gleichung fiir endliche
Merkmalsfolgen

Es sei noch einmal, wie schon oben bei der Betrachtung der Erwartungswerte,
wiederholt, dass wir mit den Yule-Walker-Gleichungen noch nichts dariiber
ausgesagt haben, wie wir eigentlich zu den darin benétigten Gliedern der Au-
tokorrelationsfolge gelangen. Zun#chst gilt allgemein, dass bei gegebenen n
Gliedern der Autokorrelationsfolge, die Koeffizienten eines linearen autore-
gressiven Modells mittels der Yule-Walker-Gleichung bestimmt werden.

Wir unterscheiden jetzt die Falle der Langzeitstationaritdt und der Kurz-
zeitstationaritdt. Im Falle der Langzeitstationaritat konnen die Glieder sx x [k]
aus einer langen Merkmalsfolge, typischerweise mehrere hundert Glieder, mit
hoher Genauigkeit gewonnen werden. Die AKF sagt in diesem Fall ausreichend
viel {iber die Eigenschaften des Signals und damit des Prozesses aus. Da viele,
genau bestimmte Glieder der AKF zur Verfiigung stehen, kann auch eine Yule-
Walker-Gleichung fiir einen Prozess hoher Ordnung bestimmt werden. Dabei
wird moglicherweise iiber die Langzeit-AKF hinaus zusétzliche Information
iiber den Prozess gewonnen: falls die Koeffizienten a; des Modellprozesses ab
einem bestimmten £k,,,, Null oder mindestens sehr klein werden, kann da-
von ausgegangen werden, dass der erzeugende Prozess tatsdchlich nur von
der Ordnung k,,,, war. Diese Information hétte alleine aus der AKF nicht
gewonnen werden kénnen. Falls solch ein Abbruch der Koeffizienten nicht be-
obachtet wird, ist der Modellprozess in voller Ordnung n anzunehmen. In
diesem Fall sind die beiden Darstellungen, mit n Gliedern der AKF oder n
Koeffizienten des Modellprozesses, gleichwertig und auch gleich komplex in
ihrer Darstellungsweise. Der letztere Fall wird jedoch, wenn wir bei Langzeit-
stationaritdt von mehreren hundert verfiigbaren Gliedern der Merkmalsfolge
ausgehen, praktisch nicht auftreten, da ein erzeugender AR-Prozess von ei-
ner derartig hohen tatsichlichen Komplexitat (Ordnung > 100) praktisch nie
beobachtet wird.
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Daher kénnen wir festhalten, dass in jedem Fall eine starke Reduktion der
Anzahl der zur Prozessbeschreibung notwendigen Parameter erreicht werden
kann. Sind die (wenigen) Koeffizienten aj, des Modellprozesses berechnet, so
konnen alle Glieder der AKF iiber die Yule-Walker-Gleichung in der oben
angegebenen Form

sXX[n]:—Zal,sXX[n—u] fir x>0 (8.32)

v=1

rekursiv ermittelt werden. Dies gilt auch iiber die n bekannten Glieder
hinaus. Es kann also die gesamte AKF aus dem berechneten Modellprozess
bestimmt werden. Wir betrachten jetzt den Fall der Kurzzeitstationaritat. Sei
der Prozess stationir iiber s Folgenglieder, etwa mehrere zehn viele. Die Glie-
der der AKF konnen nur aus maximal s Signalwerten bestimmt werden. Das
bedeutet insbesondere, dass auch nur die Glieder sxx[0]..sxx[s] bestimmt
werden kénnen. Wie wir wissen, entstehen dabei betrdchtliche Fehler, die vor
allem fiir hohe Indexwerte k& (nahe s) auftreten.

Gehen wir aber davon aus, dass der Prozess von ,normaler* Ordnung
(< 10) ist, so sind geméf der Yule-Walker-Gleichung auch nur soviele Glie-
der der AKF notwendig. Fiir diese kann noch eine ausreichende Genauigkeit
angenommen werden. Dariiber hinaus enthélt die Yule-Walker-Gleichung den
Fehler (in linearer Kombination mit Gewichten ay) auf beiden Seiten der Glei-
chung, was man in folgender Form gut sehen kann:

Sxxa = —SXX (833)

Dadurch wird erreicht, dass sich ein eventuell vorhandener Fehler in der
Bestimmung der Glieder der AKF gleichméifig auf beide Seiten der Gleichung
aufteilt, was den resultierenden Fehler in der Bestimmung der Koeffizienten
ay, deutlich vermindert. Wir erkennen, dass damit selbst im Fall der Kurzzeit-
stationaritdt ein Modellprozess kleiner Ordnung (z.B. < 10) noch ausreichend
sicher geschitzt werden kann. Damit bleiben alle oben fiir die Langzeitstatio-
naritéit genannten Vorteile erhalten: Verringerung der Anzahl der notwendigen
Parameter, Ermittlung der tatsdchlichen Ordnung des erzeugenden Prozesses
sowie die Moglichkeit der Berechnung beliebig vieler Glieder der AKF iiber
Rekursion. Insbesondere diese Berechenbarkeit entsteht erst durch die Mo-
dellannahme, bei direkter Ausrechnung der AKF wére sie bis zur Ordnung s
fehlerbehaftet und iiber s hinaus unmdoglich.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen kann man fragen, ob es nicht
auf systematische Weise gelingt, im Falle endlicher Merkmalsfolgen geeigne-
te Schétzgleichungen fiir die Modellparameter anzugeben. Wir werden diese
Frage im Abschnitt Burg-Algorithmus wieder aufnehmen.

Wir geben nun ein Beispiel fiir die Berechnung der Modellkoeffizienten
durch die Yule-Walker-Gleichung, und dabei auftretende Probleme.
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Beispiel 8.2 — Yule-Walker-Gleichung fiir endliche Merkmals-
folgen.

Wie in Beispiel 8.1 sei ein System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizi-
enten a; = 1/4, a2 = —1/2 gegeben. Die Systemgleichung lautet

z[n] = q[n] — ix[n - 1]+ %x[n —2] [a(n) = Anregung].
Vor dem Zeitpunkt ¢t = 0 sind alle Gréssen im System Null. Das Sys-
tem wird dann angeregt mit einer delta-Folge ¢[n] = d[n]. Es ergeben
sich die ersten Folgenglieder auf 4 Nachkommastellen genau:

2[0] = 1,z[1] = —0.25, z[2] = 0.5625, z[3] = —0.2656

Hieraus schitzen wir jetzt die zugehorige konsistente Autokorrelati-
onsfunktion mit N=4. Natiirlich ergibt sich dabei durch das endliche
N ein Fehler, wie oben diskutiert. Es gilt

N—-1—|k|
sxx||kl] = N Z x[k + K]

und damit auf 4 Nachkommastellen genau:

sxx[0] = i [14+0.125 + 0.3164 4 0.0705] = 0.3780
Sxx[*l] = % [—0.25 — 0.1406 — 0.1494] = —0.1350
Sxx[+2] = % [0.5625 + 0.0664] = 0.1572
Sxx[£3] = i [—0.2656] = —0.0664 (8.34)

Wir vergleichen mit den exakten Werten der AKF, die wir in Bei-
spiel 8.1 in den Gln. (8.30) und (8.31) erhalten haben. Diese miissen
wir wegen der endlichen Anzahl (N=4) der Messwerte hier mit 1/N
normieren, um mit der konsistenten Schétzung vergleichen zu kénnen.
Wir haben also als exakte Werte

sxx|[0] = 0.4444, sxx[1] = —0.2222,

SXX [2] = 0.2777, SXX [3] = —0.1805

Wir erkennen eine relativ gute Ubereinstimmung zu den konsistenten
AKF-Werten §x x [k], die mit zunehmendem x wie erwartet schlechter
wird. Aus den Werten §x x[r] schitzen wir nun die Koeffizienten fiir
ein autoregressives Modell 2-ter Ordnung mit Hilfe der Yule-Walker-

Gleichung:

0.3780 —0.1350\ (a1) _ [ 0.1350

—0.1350 0.3780 az ) \—0.1572
Dieses Gleichungssystem wird durch a; = 0.2391, ay = —0.3305 ge-
16st. Wir erkennen eine sehr gute Schitzung fiir ¢; und eine weniger
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gute (aber mit richtigem Vorzeichen) fiir as. Die Abweichungen resul-
tieren aus der geringen Anzahl von Messwerten, sie sind am héchsten
fiir hohe Indices der Modellkoeffizienten. Mit steigender Anzahl von
Messwerten werden die Abweichungen geringer. O

8.5 Lineare Pridiktion und Wiener-Hopf-Gleichung

Wir hatten bereits einleitend bemerkt, dass z[k] als Eingang eines Analysefil-
ters benutzt wird. Wenn dieses Analysefilter exakt den Modellprozess inver-
tiert, erhalten wir am Ausgang des Analysefilters wieder das Rauschen ¢[k].
Im allgemeinen Fall, d.h. falls der Modellprozess nicht exakt invertiert wird,
erhalten wir also ein stochastisches Fehlersignal e[k].

Dieses Analysefilter mit der Gesamtiibertragungsfunktion P,.(z) wird wie
folgt implementiert: Die Vorschaltung einer Verzdgerung z~! vor ein Pri-
diktionsfilter P(z) hat den Grund, dass die abgeleiteten Gleichungen fiir die
Koeffizienten von P(z) besonders einfach werden. Die Abb. 8.5 zeigt den prin-
zipiellen Aufbau eines Pradiktionsfehlerfilters.

x(k) 21 P(2) ) e(k)

T

Abbildung 8.5. Signalflussplan des Pradiktionsfehlerfilters

Das Eingangssignal «[k] lduft durch zwei parallele Zweige. Der erste Zweig
enthilt ein Verzogerungsglied und das Préidiktionsfilter P(z). Das Pradikti-
onsfilter liefert aus den vergangenen Eingangswerten einen Schitzwert fiir den
neuen Eingangswert. Da es ein autoregressives Modell invertieren soll, wird
es als nichtrekursives, lineares System der Ordnung m realisiert. Es hat daher
eine Ubertragungsfunktion der folgenden Form (vgl. MA-Modell, GI. 8.13):

P(z)=> puz "t (8.35)

p=1

Der neue Eingangswert lauft ohne Verzogerung iiber den zweiten Zweig
und wird mit seinem Schitzwert verglichen. Am Ausgang erhélt man dar-
aus den Pradiktionsfehler e[k]. Damit ergibt sich fiir das Gesamtsystem die
Differenzengleichung
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e[k] = elk] = 3 pualk — 1] (8.36)
pn=1
sowie die Ubertragungsfunktion
Pz)=1-2""P(z) =1-) puz " (8.37)
p=1

Das Pradiktionsfilter soll nun dahingehend optimiert werden, dass die Leis-
tung des Pradiktionsfehlers e[k] minimal wird. Der Pradiktionsfehler e[k] ist
als Musterfolge eines Zufallsprozesses aufzufassen. Fiir den Zufallsprozesses
soll hier auch ein kleiner Buchstabe verwendet werden, um Verwechslungen
mit dem Erwartungswert £ zu vermeiden. Das Optimierungskriterium lautet
daher:

E{e*(k)} — min (8.38)

Setzen wir voraus, dass die Eingangsfolge z[k] eine Musterfolge aus einem
autoregressiven Prozess ist, und daher durch das AR-Modell exakt beschrie-
ben werden kann, so ist das obige Kriterium genau dann erfiillt, wenn am
Ausgang wiederum ein weifser Prozess entsteht. Man nennt daher das Pradik-
tionsfehlerfilter in diesem Fall auch pre-whitening-Filter. Der weifte Ausgangs-
prozess wird erreicht, indem das pre-whitening-Filter die Auswirkungen des
autoregressiven Filters gerade kompensiert, also eine inverse Ubertragungs-
funktion hat. Daraus konnen die Koeffizienten p; des Prédiktionsfilters be-
rechnet werden:

1
Py(z) = ——
(2) a0
1-— Zpuz*“ =1+ Za,,z*”. (8.39)
pn=1 v=1

Man erkennt, dass das Pradiktionsfilter und das AR-Modell von der selben
Ordnung n sein miissen. Auflerdem ist durch Koeffizientenvergleich ersichtlich,
dass gilt:

Py = —ay. (8.40)

Verwendet man die Matrixschreibweise und die Yule-Walker-Gleichung
(Theorem 8.1 auf Seite 214), so erhilt man:

Theorem 8.2 (Wiener-Hopf-Gleichung).

p=-a
P = SxxSxX- (8.41)

Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Wiener- Hopf-Gleichung.
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Ist der Eingangsprozess nicht autoregressiv, wie wir bisher angenommen
haben, so erhdlt man mit den Wiener-Hopf-Koeffizienten keinen weifien
Prozess am Ausgang. Man kann jedoch zeigen, dass die Leistung des Aus-
gangsprozesses trotzdem minimal bleibt. Damit ist das Optimierungskriterium
(minimaler Fehler des Ausganges) auch dann erfiillt, wenn der Eingangspro-
zess nicht a-priori als autoregressiv angenommen wird.

Zusammenfassend gilt folgendes: Wir haben mit der Wiener-Hopf-Glei-
chung in jedem Fall eine optimale Berechnungsvorschrift fiir die Koeffizienten
eines nichtrekursiven Systems der Ordnung m gefunden. Der Fehler am Aus-
gang dieses Systems hat minimale Leistung bei der Modellierung eines beliebi-
gen Prozesses. Im Spezialfall, dass der Eingangsprozess gerade ein AR-Prozess
der Ordnung m ist, konnen die Parameter des Eingangsprozesses exakt rekon-
struiert werden.

Beispiel 8.3 — Wiener-Hopf-Gleichung.

Wegen der grossen formalen Ahnlichkeit zur Yule-Walker-Gleichung
greifen wir nochmals zuriick auf das Besipiel 8.2. Gegeben sei ein AR-
System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten a; = 1/4, as = —1/2,
und es werden nach Anregung durch eine Delta-Folge die ersten 4
Folgenglieder gemessen.
Wegen der Gl. (8.41)

p=-a

gilt fiir ein Pridiktorsystem 2. Ordnung p; = —0.2391, py = 0.3305.
Es gelten dieselben Argumente hinsichtlich der Abweichungen von den
theoretisch richtigen Werten, die schon in Besipiel 8.2 genannt wurden.
Wir widmen uns der Frage, was eine falsche Pradiktorordnung fiir
Auswirkungen hat. Wird ein Pradiktionssystem der Ordnung 1 ange-
setzt, erhilt man mit der Wiener-Hopf-Gleichung

0.3780 p1 = —0.1350

und damit p; = —0.3571. Dies ist immer noch &hnlich dem theoreti-
schen Wert von -0.25, aber natiirlich fehlt der Einfluss des 2. Verzo-
gerungsgliedes. O

8.6 Orthogonalitidt des Pradiktionsfehlerfilters

Aus der Minimierung des Fehlerprozesses e(k) ergibt sich eine weitere, sehr
niitzliche Eigenschaft:

Theorem 8.3 (Orthogonalitit des Pridiktionsfehlerfilters).

Der Ausgangsprozess eines Pradiktionsfehlerfilters ist orthogonal zu allen
Vergangenheitswerten des Eingangsprozesses X (k+ k). Pradiktionsfehlerfilter
werden daher auch als ,novelty detector” bezeichnet.
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Der Begriff der Orthogonalitét wurde bereits im Abschnitt 7.8 eingefiihrt.
Das Filter ist niitzlich, da es die ,neuen Komponenten des Eingangsprozesses
identifiziert. Mit ,neu“ ist dabei ,orthogonal zu allen vorherigen Werten“ ge-
meint. Zum Nachweis der Orthogonalitdt geht man von der Definitionsglei-
chung der Kreuzkorrelation aus:

sex[k] = E{e(k)X(k—kK)}. (8.42)

Durch Einsetzen der Differenzengleichung des Pradiktionsfehlerfilters erhélt
man:

sexle] = B { (X(k) =3 pX (- u)) X (k- n>}
p=1

= E{X(K)X(k =)} = > puE{X(k = )X (k - r)}

p=1

= sxx|[K] — ZPMSXX [k — ] (8.43)

Wie wir bei der Herleitung der Yule-Walker-Gleichung gezeigt haben, gilt
fiir die Summe:

Zpusxx[m—u}z—ZausXX[/ﬁ—u}ZSXX[K} fir k>0 (8.44)
p=1 p=1

Damit ergibt sich fiir die Kreuzkorrelation:
sex|k] = E{e(k)X(k—k)} = sxx[k] —sxx[c] =0 fir x>0 (8.45)
Offensichtlich haben wir damit die Orthogonalitit gezeigt. a

Beispiel 8.4 — Orthogonalitit bei Pridiktionssystemen.

Wir fiihren das Beispiel 8.2 weiter. Gegeben sei ein Pridiktor 2. Ord-
nung mit den Modellkoeffizienten p; = —1/4, po = 1/2. Fiir die
Eingangswerte aus dem AR-System des Beispiels 8.2 galt:

z[n < 0] =0,2[0] = 1, z[1] = —0.25, z[2] = 0.5625, z[3] = —0.2656
Fiir den Pradiktionsfehler gilt nach Gl. (8.36)

2
e[k] = z[k] - ;p#x[k ] = k] + %x[k - %x[k 9]
Daraus erhalten wir die Fehlerwerte:
eln <0]=0, e0]=1,
e[l] = —-0.25+1/4=0,
e[2] = 0.5625 4 (—0.25)/4—1/2 =0,
e[3] = —0.2656 + 0.5625/4 — (—0.25)/2 = 0.
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Das Fehlersignal entspricht also genau dem urspriinglichen anregenden
Signal des Eingangs-AR-Systems (Delta-Folge).

Wir untersuchen die Orthogonalitét zwischen diesem Fehlersignal und
dem Eingangssignal x[k]. Nach Gl. (8.42) ist fiir £ > 0 zu untersuchen:

sex[k] = E{e(k)X(k—kK)}.
Wir erhalten in der Tat
sex|k] = E{e(k)X(k—r)} =0 (k>0),

was die Orthogonalitit des Ausgangsfehlersignals zu allen vorherigen
Werten des Eingangssignals zeigt. O

Orthogonalitdt gilt im Allgemeinen bei einem Préidiktorsystem der Ord-
nung n nur solange, wie nicht mehr als n Werte in der Eingangsfolge vorliegen.
Diese Einschriankung ist einleuchtend, da ein lineares System n-ter Ordnung
nur n Orthogonalitdtsbedingungen exakt erfiillen kann. Im Falle einer lange-
ren Eingangsfolge kénnen wir dieses Ergebnis fiir die Kreuzkorrelation zur so
genannten Lickenfunktion oder gap-function verallgemeinern:

gnlr] = E{e(k)X(k —r)}
gnlk] =0 1<K<n (8.46)
Dabei entspricht n der Ordnung des Pradiktionssystems. Aufierhalb des In-

tervalls 1...n wird die Liickenfunktion im Allgemeinen von Null verschiedene
Werte annehmen, wie Abb. 8.6 zeigt. Die Liickenfunktion ist von zentraler Be-

9,k
°
S ”gap“ —
0 —o—o—o—o—o—o%—o—T—LY—LQ—
0123456 n k

Abbildung 8.6. Liickenfunktion ("gap-function")

deutung bei der Herleitung des Levinson-Durbin-Algorithmus im nichs-
ten Abschnitt. Dort wird, ausgehend von einer Liickenfunktion fiir ein System
der Ordnung n, eine Liickenfunktion fiir ein System der Ordnung n + 1 kon-
struiert: das System mit dieser um 1 hoheren Ordnung kann offensichtlich
eine weitere Bedingung erfiillen, da nun n + 1 lineare Gleichungen fiir n + 1
Unbekannte zur Verfiigung stehen.
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8.7 Levinson-Durbin-Rekursion

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gezeigt, dass man einen Zu-
fallsprozess mit Hilfe von Modellsystemen schitzen kann. Wir haben den Zu-
sammenhang zwischen der Autokorrelationsfolge des Prozesses und den Pa-
rametern des Modells hergeleitet, fiir das AR-Modell also die Yule-Walker-
Gleichung und fiir die lineare Pradiktion die Wiener-Hopf-Gleichung. Beide
Gleichungssysteme haben eine fast identische Struktur. In beiden Fillen muss
zur Losung eine Matrixinversion einer Autokorrelationsmatrix vorgenommen
werden, was mit einem hohen Rechenaufwand verbunden ist. Zudem haben die
resultierenden Modellparameter von Systemen niedrigerer Ordnung nichts mit
Parametern von Systemen héherer Ordnung zu tun, wie das Beispiel 8.3 zur
Wiener-Hopf-Gleichung zeigte: fiir jede Ordnung des Modellsystems miissen
alle Parameter immer wieder unabhingig voneinander neu berechnet werden.

Einen besseren Ansatz zur Berechnung der Modellparameter bietet der
Levinson-Durbin-Algorithmus (oder Levinson-Durbin-Rekursion). Dieser
geht nicht den Weg iiber die Matrixinversion, sondern berechnet das Modell
(r + 1)-ter Ordnung rekursiv aus dem Modell r-ter Ordnung. Dies fiihrt zu
einem wesentlich effizienteren Berechnungsverfahren.

Natiirlich beschreiben beide Verfahren denselben Prozess und berechnen
somit auch dieselben Modellparameter. Das schwierige Problem der Matrixin-
version wird zudem von dem in der Anwendung relativ einfachen Levinson-
Durbin-Algorithmus gelost. Dass es sich dabei nicht um ein Mysterium han-
delt, welches das Problem ,yvereinfacht , hat einen mathematischen Grund:

Wir betrachten noch einmal die zu invertierende Matrix S:

SXX[O] Sxx[—l] SXX[—(”_ 1)]
sxx[1] sxx[0] - xx[—(n—2)]
S = : S : (8.47)
Sxx[’;l—l] Sxx["n—m-'- SXx[O]

Fiir reellwertige Signale ist dariiber hinaus bekanntlich die AKF symme-
trisch, so dass sxx[k] = sxx[—k| gilt. In diesem Fall enthilt die Matrix
nicht, wie im allgemeinen Fall n?, sondern nur n unterschiedliche Gréfen
sxx[k]. Diese (in n lineare) Anzahl von Unbekannten ermdglicht allgemeine
Invertierungsverfahren, die mit n einfachen Schritten auskommen. Solche In-
vertierungsverfahren miissen speziell fiir den jeweiligen Matrixtyp formuliert
werden. In unserem Fall handelt es sich um eine Matrix von so genannter
Toeplitz-Struktur. Sie ist fiir reellwertige Signale! derart aufgebaut, dass je-
de Zeile aus der vorherigen durch Verschieben aller Werte um eine Position

! Beschriinken wir uns nicht auf reellwertige Signale, so kénnen wir benutzen, dass
fiir ergodische, stationdre Prozesse s x[k] = sxx[—k] gilt. Wegen der konjugier-
ten Komplexheit ist damit die Korrelationsmatrix allgemein von hermitescher
Toeplitzform. Die Aussagen iiber Toeplitzmatrizen gelten dann dquivalent.
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nach rechts entsteht. Der ganz rechts ,herausfallende” Wert wird links wie-
der ,hineingeschoben®“ , so dass eine zyklische Verschiebung der Zeilenwerte
entsteht.

Der Levinson-Durbin-Algorithmus ist also gerade ein besonderes Verfah-
ren, welches Toeplitz-Matrizen invertiert. Und da Toeplitz-Matrizen eine spe-
zielle, einfache zyklische Struktur mit insgesamt nur n Unbekannten haben,
lasst sich die Inversion mit geringem Aufwand durchfiihren.

An dieser Stelle konnen wir auch auf die einschligige mathematische Lite-
ratur verweisen. Wir erhalten aber einen sehr guten Einblick in die Struktur
der Modellsysteme, wenn wir den Levinson-Durbin-Algorithmus herleiten und
dabei sehen, wie das Modell (r+1)-ter Ordnung rekursiv aus dem Modell r-ter
Ordnung berechnet wird.

Bei der Herleitung der Levinson-Durbin-Rekursion gehen wir von den Glei-
chungen aus, die wir im vorigen Abschnitt fiir die lineare Pradiktion gefunden
haben. Wir wiederholen zunéichst die Ubertragungsfunktion, die Differenzen-
gleichung und die Liickenfunktion. Fiir ein System r-ter Ordnung lauten diese
wie folgt:

Ubertragungsfunktion:
A(z) =1+ ia;z_” = ia,ﬁz_” mit af =1 (8.48)
v=1 v=0
Differenzengleichung:
elk] = ia;x[k —v] mit af=1 (8.49)
v=0
Liickenfunktion:

1<k<r (8.50)

Das hochgestellte r bei den Modellparametern a,” steht dabei nicht fiir
eine Potenz, sondern es soll auf die Zugehorigkeit des Parameters zum Modell
r-ter Ordnung hinweisen.

Aus dem Modell r-ter Ordnung soll nun das Modell (r + 1)-ter Ordnung
bestimmt werden. Dazu betrachten wir zunéchst die Liickenfunktion. Fiir ein
System r-ter Ordnung verschwindet die Liickenfunktion g, im Bereich von 1
bis r. Die Liickenfunktion g¢,1; muss zusétzlich an der Stelle r + 1 gleich null
sein. Um dies zu erreichen wird g, zunédchst an der y-Achse gespiegelt und
dann um 7 + 1 nach rechts verschoben, wie Abb. 8.7 zeigt.

Die so erhaltene Funktion

grlk] = gr[r+ 1 — K] (8.51)
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ist ebenfalls im Bereich von 1 bis r gleich null. Fiir die Stelle  + 1 der ur-
spriinglichen Funktion gilt jedoch:

grlr + 1] = g,[0]. (8.52)

(a) (b) (c)

g,k g,[-kI , 9,[g+1-K]

o---

Sl Jr. s

0 Y k -y 0 k 0 Y k

Abbildung 8.7. Modifizierte Liickenfunktion

Man kann nun beliebige Vielfache von g, und g miteinander addieren,
ohne dass sich eine Verinderung im Bereich 1...7 ergibt. Wahlt man den
Faktor fiir die Folge g so, dass sich beide Folgen an der Stelle r 4+ 1 zu null
addieren, so erhélt man die Liickenfunktion der Ordnung r + 1:

gr+1[k] = gr[K] — Y4197 (K]
= grlk] — Vrs19r[r + 1 — K. (8.53)

Den Faktor 7,11 bezeichnet man als PARCOR-Koeffizienten, wobei
PARCOR abkiirzend fiir PARtial CORrelation steht. Der Sinn dieser Be-
zeichnung wird gleich deutlich werden. Der PARCOR-Koeffizient ~,; wird
so gewihlt, dass gilt:

gre1[r +1] = gp[r + 1] — vr419-[0] = 0. (8.54)
Dabher ist

_grlr +1]
L e T (8.55)

Setzt man die Definitionsgleichung der Liickenfunktion ein, so erhilt man
E{e,(k)X(k—(r+1))}
9r(0]

Damit erschliefit sich der Sinn der Bezeichnung Partial Correlation: 41
ist die auf g,[0] normierte partielle Korrelation zwischen dem Préadiktorfehler
und der (r + 1)-fach verzogerten Pradiktor-Eingangsgrofe.

a1 = (8.56)
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Fiir unsere Zwecke benétigen wir nun die Abhingigkeit des PARCOR-
Koeffizienten von den Parametern des Systems r-ter Ordnung. Dazu setzen wir
die Differenzengleichung des Systems in die Definitionsgleichung der Liicken-
funktion ein:

gr[K] = E{e,(k)X (k — r)} = E{(Zcﬂx —V)X(k—ff)}
=Y apE{(X(k—v) X(k—r)}
= ZG’T’SXX [k — . (8.57)

Diese Gleichung setzen wir wiederum in Gl. (8.55) fiir den PARCOR-Koeffi-

zienten ein:

Aral = gr[r +1] _ S pansxx([r+1—v]
" 9+[0] > =0 apsx x|~V

Y —papsxx[r+1—1v]
= Zamt AT (8.58)

Wir haben also folgendes erreicht: Wir konnen aus den Parametern des
Modells r-ter Ordnung den PARCOR-Koeffizienten ~y, 1 und damit auch die
Liickenfunktion g, bestimmen. Um nun die Modellparameter des Systems
(r+1)-ter Ordnung zu finden, gehen wir von der rekursiven Formel fiir g, aus
und nutzen wie schon beim PARCOR-Koeffizienten die Abhéngigkeit zwischen
Liickenfunktion und Modellparametern:

gr+1[ } = gr[ ] - %+1gr[r +1-— /1]
r+1
ZGTHSXX"_V Za sxx[k —V]
v=0
— Yr1 Z apsxx[r+1—r—vl.  (859)
v=0

Wir wollen nun die rechte Summe so umschreiben, dass alle Terme zum
Zeitpunkt x — v erscheinen - dann kénnen wir alle Summen termweise verglei-
chen. Die gewiinschte Umschreibung erreichen wir mit den Substitutionen in
der rechten Summe: v—pu =r + 1 — v (Gl. 8.60), und dann der erneuten No-
tation u—v = p. Es folgt die Ausnutzung von s[n| = s[—n] fiir reelle Signale
und die korrekte Angabe der Reihenfolge der Summationsgrenzen (Gl. 8.61):
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r+1
ZarJrlsXXm—u Za sxx[k — V]
v=0
1
— Y1 Yl usxxlp— ] (8-60)
p=r+1
r+1
ZarJrlsXX/{—u Za sxx|k— V]
v=0
r+1
- Yri1 Z Api1-,Sxx [k — V. (8.61)
v=1

Durch den Vergleich der Koeffizienten der AKF-Glieder an der selben Po-
sition erhdlt man:

agt ' =ay =1 fir v=0 (8.62)
att =al, —ypy1aly,_, fir p=v,1<pv<r (8.63)
altl =410l =41 fir p=v=r+1. (8.64)

Diese Ergebnisse lassen sich iibersichtlich in Vektorform darstellen:

agt 1 0

r+1 r r
a1+1 ay Q.

T r T
as ah ay_q

i — . — Vel . (8.65)

aﬁ*i al ay

r+
a, iy 0 1

Die Ausgangsleistung nach der r-ter Stufe des Pradiktionssystems konnen
wir durch Anwendung der Wiener-Hopf-Gleichung zu

O’TE:U-FZGZSXX —SXX —|—Za SXX Za SXX (866)

v=1

angeben. Genau dieselbe Berechnungsvorschrift haben wir auch fiir g,[0] er-
halten. Daher:

9:(0) = o (8.67)
Die Levinson-Durbin-Rekursion liefert also ohne weiteren Aufwand auch

die Leistung am Ausgang jeder Stufe.

Somit kann man fiir die Levinson-Durbin-Rekursion die folgende Schritt-
folge angeben:
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Theorem 8.4 (Levinson-Durbin-Rekursion).

e Initialisierung (r = 0):

a) =1 (8.68)
0% = sxx|0] (8.69)
e 1. Iterationsschritt (r = 1):
Sxx[l]

= 8.70
M= x 0] (8.70)

1

ap\ _ (1) _ 0

(1) =) () 61
op = sxx[0] +apsxx[l] = (1 — [n[*)o% (8.72)

e r-ter Iterationsschritt (r = 2...n):

Vr = T (8.73)
ZV:é ar tsxx[V]
ag 1 0
af ai”! a1
5 = — ’y,,, (8.74)
ay_q ar”; ay !
a. 0 1
o =Y arsxxv]=(1— |y (8.75)
v=0
Da 1 — |y|? < 1, sinkt die Fehlerleistung mit jeder weiteren Stufe!
e Resultat: Pradiktor bzw. AR-Modell n-ter Ordnung
Ap(z) = Z apz=" (8.76)

Die Levinson-Durbin-Rekursion bietet uns eine Moglichkeit, die Parameter
eines AR-Modells n-ter Ordnung rekursiv zu bestimmen. Das erfordert einen
wesentlich geringeren Aufwand als die Berechnung mittels Matrixinversion.

Beispiel 8.5 — Levinson-Durbin-Rekursion.

Gegeben sei wie in Beispiel 8.1 ein System 2. Ordnung mit den Mo-
dellkoeffizienten aq = 1/4, ag = —1/2. Die Systemgleichung lautet
damit

z[n] = q[n] — %x[n -1+ %m[n —2] [a(n) = Anregung].
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Vor dem Zeitpunkt t=0 sind alle Gréssen im System Null. Das System
wird dann angeregt mit einer delta-Folge ¢[n] = d[n].

Wir hatten in Beispiel 8.1 die ersten 4 exakten Werte der Autokor-
relationsfolge sx x(x) bestimmt, sie lauteten geméss Gln. (8.30) und
(8.31):

sxx[0] =16/9 = 1.777, sxx[l] = —8/9 = —0.888,
sxx[2] =10/9 =1.111, sxx[3] = —13/18 = —0.7222

Diese Werte benutzen wir nun zum Durchfiihren einer Levinson-
Durbin-Rekursion:
e [Initialisierung (r = 0):

[}

ao = ].
0% = sxx[0] =16/9
o 1. Iterationsschritt (r = 1):

m = saxll] _ -1/2

(-0 ()~ ()

O’}; = SX)([O] —l—a%SXx[l}

=16/9+1/2-(~8/9) =4/3
bzw. o = (1 — |y1[})o% = (1 —1/4)-16/9 =4/3

o 2. Iterationsschritt:

Z,lj Oalsxx[’l" — V}

Pl el
_ a(l)Sxx[ ]+CL1$XX[].} 1- 10/9+1/2 ( 8/9) _ 1/2
a(l)sxx +a1$XX[1] 1- 16/9+1/2 (—8/9)
a? 0 1
a% = Y2 1/2 —1/211/2] = 1/4
a% 1 —1/2

O'2E—SXX -I-CLlSXX —i—alsXX ]
= 16/9—|— 1/4' (—8/9) — 1/2(10/9) =1
baw. 0% = (1~ [1sP)oh = (1 1/4)- (4/3) = 1

Das Resultat zeigt, dass bei Verwenden der exakten Werte der Au-
tokorrelationsfunktion sowohl die Modellparameter wie auch die Leis-
tung des Eingangssignals mit Hilfe der Levinson-Durbin-Rekursion
korrekt berechnet werden.

Zum Berechnen einer Levinson-Durbin-Rekursion mit gemessenen
(fehlerhaften) Werten der AKF siehe Ubung 8.5. O
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Nachteilig bei der Levinson-Durbin-Rekursion ist allerdings, dass fiir jede
Ordnung des Modells alle Parameter neu berechnet werden miissen. Es wére
wiinschenswert, wenn die Parameter aus Modellen geringerer Ordnung bei-
behalten werden koénnten und in jedem Iterationsschritt nur der jeweils neue
Parameter berechnet werden miisste. Mit dieser Problematik befasst sich der
folgende Abschnitt zu den Lattice-Strukturen.

8.8 Modellsysteme in Lattice-Struktur

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Modellierung von Rauschsignalen
beschéftigt. Wir haben den Zusammenhang zwischen Autokorrelationsfolge
und den Modellparametern hergeleitet, die Yule-Walker-Gleichung fiir autore-
gressive Modelle und die Wiener-Hopf-Gleichung fiir lineare Pradiktionssyste-
me. Schlieflich haben wir mit der Levinson-Durbin-Rekursion einen Algorith-
mus gefunden, der die Modellparameter mit Hilfe der PARCOR-Koeffizienten
rekursiv ermittelt. Allerdings hat der Levinson-Durbin-Algorithmus den Nach-
teil, dass fiir jede Ordnung r alle Modellparameter a] neu berechnet werden
miissen.

Diesen Aufwand wiirde man gerne sparen, zumal wir gesehen haben, dass
ein Modellsystem r-ter Ordnung durch seine 1 PARCOR-Koeflizienten be-
reits eindeutig bestimmt ist. Gesucht wird daher eine Gleichung, die das Aus-
gangssignal nicht in Abhéngigkeit von den Modellparametern, sondern von
den PARCOR-Koeffizienten darstellt. Dieses Verfahren soll zudem im ,Bau-
kastenprinzip“ funktionieren: jedes Verfahren r-ter Ordnung wird nicht mo-
difiziert. Fiir ein Verfahren der Ordnung (r + 1) wird vielmehr eine Stufe mit
identischer Struktur an die vorhergehenden Stufen angehingt. Da jede Stufe
- wie wir sehen werden - zwei parallele, miteinander verschaltete Zweige ent-
hélt, sieht die Aneinanderreihung solcher Stufen aus wie ein Gitter: daher der
Name Lattice-Struktur fir diese Anordnung.

Mit jeder zusétzlichen Stufe soll sich der Pradiktorfehler verringern. Wir
wollen jetzt die Struktur der einzelnen Stufen, und die optimalen Parameter
solch einer Lattice-Struktur herleiten.

8.8.1 Ableitung der Analysegleichungen

Fiir die Herleitung der Lattice-Struktur und seiner Parameter betrachten wir
zunichst wieder einen reellen Prozess, der durch ein lineares Préadiktionssys-
tem iibertragen wird. Wir werden zur Strukturbestimmung zunéchst zeigen,
dass sich ein Pradiktionsfilter interpretieren ldsst als ein System, welches in
einem Zweig einen Systemwert zeitlich vorwérts und im parallelen Zweig einen
anderen Systemwert zeitlich riickwérts transportiert. Beide Systemwerte wer-
den wir mathematisch identifizieren und benennen. Dabei werden wir ihre
Verkniipfungen aufzeigen und daraus die Parameter einer jeden Lattice-Stufe
angeben koénnen.
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Wir gehen von einem Préadiktionssystem der Ordnung (r 4+ 1) aus. Sein
Préadiktionsfehler geniigt folgender Differenzengleichung:

r+1
eryalk] = o] + > ajalk - v] (8.77)

Wir erhalten damit den Prédiktionsfehler der Ordnung (r+ 1) aus den Pa-
rametern des Systems (r + 1)-ter Ordnung. Wir ersetzen nun die Parameter
a,”T1 durch ihre rekursive Berechnungsvorschrift entsprechend des Levinson-
Durbin-Algorithmus und erhalten so eine Abhéangigkeit von den Systempara-
metern der Ordnung 7:

ersilk] = alk] + Y ((a] = vrsra741) ok = 1) + eazlk = (r + 1))

v=1

= (;p[k] + ) apalk - u]>

- (x[k —(r+ D]+ aly, k- 1/]) (8.78)

v=1

Wie man unschwer erkennen kann handelt es sich beim ersten Klammer-
ausdruck um den Pridiktionsfehler r-ter Ordnung:

erlk] = z[k] + Y alalk — v]. (8.79)
v=1

Der zweite Klammerausdruck ist dem ersten in seiner Struktur sehr dhn-
lich. Es erweist sich als sinnvoll, eine neue Grofe zu seiner Beschreibung einzu-
fithren. Wir definieren dazu den sogenannten Rickwdirts- Pradiktionsfehlerwie
folgt:

belk] = al[k — ] + > alalk —r+ ). (8.80)
pn=1
Mit Hilfe der Substitution v — y = r + 1 — v kénnen wir nun den zweiten

Klammerausdruck in Gl. (8.78) in die Form eines Riickwérts-Pradiktionsfehler
bringen:

v=1
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Fiir den Pradiktionsfehler der Ordnung r + 1, im Folgenden zur besseren
Unterscheidung Vorwdrts-Pradiktionsfehler genannt, gilt somit:

ery1lk] = er[k] = Yri1bp [k — 1] (8.82)

Wir kénnen somit den Vorwarts-Pradiktionsfehler rekursiv aus Vorwarts-
und Riickwérts-Pradiktionsfehler der nichst geringeren Ordnung bestimmen.
Das hilft uns allerdings nur dann weiter, wenn wir auch den Riickwérts-
Préadiktionsfehler in gleicher Weise rekursiv berechnen konnen. Wie bereits
bei der Vorwiartsrekursion, Gl. (8.82), gehen wir auch hier von der Definiti-
onsgleichung aus und ersetzen die Modellparameter mit Hilfe der Levinson-
Durbin-Rekursion:

bry1lk] = z[k — (r + 1))

+ Z ((a], = yrrra741_,) 2k — (r +1) + p]) + yrr12[k]

= zfk — (r +1)]
+ > apzlk — (r+ 1) + pl — yrpa2[k]
v=1
+ > ary ualk— (r+ 1)+ 4] (8.83)

Der erste Ausdruck beschreibt den Riickwéarts-Pradiktionsfehler r-ter Ord-
nung. Fiir den zweiten erhilt man nach der Substitution p - v =r+1—p
den Vorwérts-Préadiktionsfehler r-ter Ordnung. Damit ergibt sich:

b’l‘+l[k] = b, [k - 1} - Yr+1€r [k] (884)

Somit haben wir eine Moglichkeit gefunden Vorwirts- und Riickwérts-
Préadiktionsfehler der Ordnung r+1 mit Hilfe des PARCOR-Koeffizienten ;41
aus den Pradiktionsfehlern r-ter Ordnung zu ermitteln. Die entsprechende
Struktur bezeichnet man als Lattice-Struktur. Fiir sie fassen wir noch einmal
die Lattice-Gleichungen zusammen:

Theorem 8.5 (Lattice-Gleichungen).

ert1lk] = er[k] — vry1br[k — 1]
br—&-l[k‘} = br[k - 1} - 7r+1€7“[k] (8.85)

Abb. 8.8 zeigt eine einfache Stufe dieser Lattice-Struktur fiir den Ubergang
von der Ordnung r zur Ordnung r + 1.

Schaltet man nun n Stufen dieser Art hintereinander (siehe Abb. 8.9) so
erhilt man am Ausgang den Pridiktionsfehler n-ter Ordnung. Die Ubertra-
gungsfunktion beziiglich des Vorwérts-Pradiktionszweigs ist also identisch mit
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Abbildung 8.8. Einfache Lattice-Stufe

x[k]

e[kl D e[kl €11kl @ e,k

Abbildung 8.9. Préidiktionsfehlerfilter n-ter Ordnung in Lattice-Struktur

Ubertragungsfunktion des linearen Pridiktionssystems n-ter Ordnung.
Den zusétzlich bestimmten Riickwarts-Pradiktionsfehler betrachten wir zu-

néchst nur als Hilfsgrofe.

Der wesentliche Vorteil, den man durch die Verwendung der Lattice-
Struktur erhilt, ist die Moglichkeit, das System zu erweitern ohne die be-

stehenden Teile verdndern zu miissen.

Beispiel 8.6 — Lattice-Struktur.

Gegeben sei wie in Beispiel 8.1 ein AR-System 2. Ordnung mit den
Modellkoeffizienten a; = 1/4, a2 = —1/2. Ein entsprechender Pra-
diktor hat also 2 Stufen, er sei in Lattice-Struktur realisiert. Der Aus-
gang des Pradiktors es[n] entspricht dem oberen Zweig in Abb. 8.9
bei der gestrichelten Linie.

Der Pradiktor hat nach der Wiener-Hopf-Gleichung die Koeffizienten
p1=-1/4, p2 =1/2, und die Fehlerfunktion lautet damit

1 1
ea[n] = z[n] + Zm[n —1] - Ex[n — 2] (8.86)
Vor dem Zeitpunkt t=0 sind alle Grossen im System Null. Der Pre-
diktor wird nun angeregt mit den Ausgangswerten des AR-Systems
z[0] = 1, z[1] = —0.25, z[2] = 0.5625, x[3] = —0.2656
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(siehe Beispiel 8.2). Die PARCOR-Koeffizienten des Préadiktors hatten
wir mit Hilfe der Levinson-Durbin-Rekursion in Beispiel 8.5 bestimmt
zu:

M =-1/2
Y2 =1/2

Wir iiberzeugen uns anhand von Abb. 8.9, dass mit diesen PARCOR-
Koeffizienten gerade die Pradiktor-Gleichung realisiert wird. Dazu ver-
folgen wir die mdoglichen Wege des Eingangsignals und seiner Zeitver-
zogerungen.

Der Ausgang des Pradiktors ea[n] entsteht ohne Zeitverzégerung aus
x[n], mit einfacher Zeitverzogerung aus —y;z[n — 1] (erste Stufe) und
aus (—y1)(—72)z[n — 1] (zweite Stufe), sowie mit zweifacher Zeitver-
zOgerung aus —ysz[n — 2]. In Summe ergibt sich also

1
ea[n] = z[n] + 5:5[71 1] - Zx[n —-1] - 5:5[71 —2]
Dies entspricht genau der verlangten Pradiktorgleichung (8.86).
Die Werte der Vorwéarts— und Riickwartspriadiktionsfehler werden in
Ubung 8.6 berechnet. O

8.8.2 Inverses Filter

Im vorigen Abschnitt haben wir eine Lattice-Struktur hergeleitet, die einem
linearen Pradiktionsfehlerfilter entspricht. Wir fragen uns nun, ob man auch
ein autoregressives Modell durch eine Lattice-Struktur ersetzen kann. Das
AR-Modell hat gerade die inverse Ubertragungsfunktion des Pridiktionssys-
tems, siehe Abb. 8.10. Anders ausgedriickt, ein autoregressiver Prozess n-ter

(a)

X[k] AL2) e Kl
(b)
e [K] A:(Z) &0lK] = X[K]

Abbildung 8.10. a) Pridiktionssystem (Analysefilter) b) AR-Modell (Synthese-
Filter)

Ordnung kann mit einem entsprechenden Pradiktionsfehlerfilter n-ter Ord-
nung exakt vorhergesagt werden. Diese Eigenschaft kdnnen wir in der Lattice-
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Struktur dadurch nachbilden, dass die Signalflussrichtung fiir den Vorwérts-
Pradiktionsfehler umgekehrt wird. Dazu ist es lediglich notwendig, die Glei-
chung fiir den Vorwérts-Pradiktionsfehler (Theorem 8.5) nach e, [k] umzustel-
len. Aus dem Pradiktionsfehler n-ter Ordnung wird der Pradiktionsfehler eq[k]
rekonstruiert, der dem vorhergesagten Prozess entspricht. Damit ergeben sich
die folgenden Gleichungen fiir die Lattice-Struktur eines AR-Prozesses:

Theorem 8.6 (Inverse Lattice-Struktur).

erlk] = erp1[k] + vrgp1br[k — 1] (8.87)
bria[k] = br[k — 1] = yrp1en[k] (8-88)
Die Signalflussrichtung fir den Vorwdrts-Pradiktionsfehler wird im Gegen-

satz zur Lattice-Struktur eines Pradiktionssystems umgedreht. Die so erhalte-
ne Struktur zeigen die Abb. 8.11 und 8.12.

e [k] e.1[K]

&

+
%m
Qﬁ‘l
b [k] by [K]

: D\
z! A

Abbildung 8.11. Inverse Lattice-Stufe

x[k] ey lkl @ e[k e,.1lkl @ e,k

Abbildung 8.12. AR-Modell n-ter Ordnung in Lattice-Struktur

Beispiel 8.7 — Inverses Filter in Lattice-Struktur.

Wir erzeugen ein inverses Filter zu dem Pradiktionssystem aus Bei-
spiel 8.6. Dieses inverse Filter hat also 2 Stufen, sein Ausgang z[n]
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entspricht dem oberen Zweig in Abb. 8.12 nach Anregung durch eine
Delta-Folge ez[n] = d[n] (von rechts).

Wir {iberzeugen uns anhand dieser Abbildung, dass wieder ein AR-
System erzeugt wird (siehe Beispiel 8.2). Dazu verfolgen wir die mog-
lichen Wege des Eingangsignals und seiner Zeitverzdgerungen.

Die PARCOR-Koeffizienten des Pradiktors hatten wir mit Hilfe der
Levinson-Durbin-Rekursion in Beispiel 8.5 bestimmt zu:

7 =-1/2
Y2 =1/2

Der Ausgang des inversen Filters z[n] entsteht ohne Zeitverzégerung
aus ez[n], mit einfacher Zeitverzogerung aus vy1z[n — 1] (linke Stufe)
und aus (—v1)v2x[n — 1] (rechte Stufe), sowie mit zweifacher Zeitver-
zogerung aus vex[n — 2]. In Summe ergibt sich also

z[n] = ean] — %x[n 1]+ ix[n -1+ %z[n — 2]

Regen wir nun mit es[n] = ¢[n] an, ergibt sich

x[n] = q[n] — lx[n -1+ lx[n —2]
4 2

Dies entspricht genau der verlangten Gleichung des AR-Systems aus

Beispiel 8.2.

Die Werte der Vorwérts— und Riickwartspriadiktionsfehler werden in

Ubung 8.7 berechnet. O

8.9 Orthogonalitit des Riickwirts-Pradiktionsfehlers

Wir betrachten ein Lattice mit R Stufen. In den beiden vorigen Abschnit-
ten haben wir den Riickwarts-Pradiktionsfehler b,.[k] als eine Hilfsgrofe zur
Realisierung der Lattice-Struktur eingefiihrt. Er hat dariiber hinaus aber eine
weitere sehr interessante Eigenschaft, die wir in folgendem Theorem formulie-
ren:

Theorem 8.7 (Orthogonalitéit der Riickwirts-Prédiktionsfehler).
Alle Riickwdrts-Pradiktionsfehler der verschiedenen Stufen sind zum selben
Zeitpunkt paarweise orthogonal:

E{b,[k]bg[k]} = 06rg 7.4 <R. (8.89)

Die Giiltigkeit dieses Theorems fiir ein Beispiel iiberpriifen wir in Ubung 8.7.

Die Idee zum Nachweis von Theorem 8.7 ist es, den obigen Erwartungswert
auf die Liickenfunktion zuriickzufiihren. Diese hatten wir im vorigen Abschnitt
wie folgt definiert:
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1<k<r (8.90)

Im Orthogonalitdts-Kriterium haben wir das Produkt aus zwei Riickwérts-
Pradiktionsfehlern unter dem Erwarungswert. Einen ersetzt man nun durch
seine Definitionsgleichung

be[k] = alk — ] + Y anhxlk —r+ p))

p=1

= Z ajpzlk —r+p|, mit ap=1, (8.91)
pn=0

den zweiten durch die Summe von zwei Vorwirts-Pridiktionsfehlern. Wir
miissen dabei beachten, dass wir nicht Rekursionsgleichungen fiir Vorwérts-
Pradiktionsfehler benutzen, die auf Stufen zuriickgreifen, die noch gar nicht
existieren. Diese Gefahr besteht, wenn wir die Rekursionsgleichung fiir den
Vorwarts-Prédiktionsfehler

eqlk] = eq-1[k] = vgbg—1[k — 1] (8.92)
einfach nach dem Riickwérts-Pradiktionsfehler umformen. Dies ergibt

1

Ya+1

bylk — 1] = (eq[K] — eqt1[K]) (8.93)

und damit )
balk] = —— (eqlk + 1] — eqpalk + 1)) (8.94)
Yq+1

In der letzten Zeile wird aber der Riickwérts-Pradiktionsfehler der Stufe
q auf einen Vorwarts-Pradiktionsfehler der Stufe g + 1 bezogen. Dies fiithrt in
der letzten Stufe R des Lattices dazu, dass wir fir ¢ = R einen Vorwérts-
Préadiktionsfehler der Stufe R + 1 benutzen: diesen haben wir aber gar nicht
zur Verfligung!

Wir miissen daher zunéchst fiir jede Stufe den Riickwérts-Priadiktionsfehler
auf Vorwirts-Pradiktionsfehler beziehen, die nicht hoheren Stufen entspre-
chen. Dies gelingt, wenn wir die beiden Definitionsgleichungen der Vorwérts-
und Riickwarts-Priadiktionsfehler benutzen und ineinander einsetzen. Die De-
finitionsgleichungen lauten:

eqlk] = eq—1[k] — vgbg—1[k — 1]
balk] = bg—1[k — 1] — v4bg—1[K] (8.95)

Wir 16sen die Gleichung (8.95) nach by_1 [k — 1] auf und setzen den gefun-
denen Ausdruck in Gl. (8.95) ein:

Yabalk] = —€qlk] + (1 = 12)eq-1[k] = —eqlk] + ——cq1[k] (8.96)

Or—1
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Damit haben wir das Ziel erreicht, den Riickwérts-Pradiktionsfehler (Stufe
q) auf Vorwarts-Pradiktionsfehler beziehen, die nicht héheren Stufen entspre-
chen (Stufen ¢, ¢ — 1).

Wir kénnen nun die o.a. Idee der Riickfiilhrung auf gapped-Funktionen
verfolgen. Dazu nehmen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass
q > r gilt. Setzen wir nun die Gleichungen (8.96) und (8.91) in die Gl. (8.89)
ein, so erhalten wir:

E {(Z a;x[k —7r+ u]) <’qu+1 (eqlk + 1] —eqr1lk + 1]))}

1 s
Z a, E{eqlk + 1]z[k —r+ p]}
Vq+1 =0

— B {eqalk+ alk —r + )
1

=— a) (gqlr +1—p] = ggsrlr + 1 - p]) (8.97)
Yq+1 =0

E{br[k]bg K]}

Die Argumente der beiden Liickenfunktionen sind abhingig vom Summa-
tionsindex p. An den Summationsgrenzen erkennen wir, dass das Argument
k von g[k| alle Werte mit 1 < k < r 4+ 1 durchlduft. Da wir angenommen
haben, dass ¢>r und aufgrund der Eigenschaften der Liickenfunktion, liefert
die Funktion g441[x] fiir alle Summanden den Wert null. Fiir den Fall ¢ > r
gilt dasselbe fiir die andere Liickenfunkion g,[x]. Nur wenn g = r ergibt sich
an der Stelle k = r + 1 ein von null verschiedener Wert:

apgrlr +1] =
Tr+1 Tr+1

Mit den Beziehungen (8.56) und (8.67) ergibt sich:

gr[r +1] (8.98)

E{br[k]bg[K]} = 9:(0]0q,r = 0704, (8.99)
Damit ist die Orthogonalitét der Riickwirts-Pradiktionsfehler gezeigt. a

Grofse praktische Bedeutung hat die Orthogonalitits-Eigenschaft fiir die
Realisierung von adaptiven Systemen. Als adaptiv bezeichnet man solche Sys-
teme, bei denen die Parameter bei laufendem Betrieb durch geeignete Algo-
rithmen eingestellt werden. Als Beispiel soll hier der adaptive Echoentzerrer
angefiihrt werden. Abb. 8.13 a) zeigt dazu einen konventionellen Entzerrer
in Transversalform, Abb. 8.13 b) eine Realisierung mit Hilfe der Lattice-
Struktur.

In beiden Fallen wird der Ausgang des Entzerrers y[k] mit einem Refe-
renzsignal d[k] verglichen. Das Differenzsignal e[k] speist einen adaptiven Al-
gorithmus. Durch Einstellen der Parameter g; bzw. h; soll nun das Differenz-
signal e[k] minimiert werden. Die Konvergenzgeschwindigkeit des adaptiven
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Adaptiver

Algorithmus z[k] d[k]
Referenz-
(b) Signal
x[k] ey lK] e, k] e, k]
0 o 1 @

Adaptiver o
Algorithmus z[k] ~ d[k]

Referenz-
Signal

Abbildung 8.13. Adaptiver Entzerrer n-ter Ordnung: a) Transversalform,
b) Lattice-Struktur

Algorithmus hingt mafigeblich davon ab, in wie weit die Eingdnge des Sum-
mierers miteinander korreliert sind. Verwendet man die Lattice-Struktur, so
liegen an den Summierer-Eingingen die orthogonalen und damit unkorrelier-
ten Riickwarts-Pradiktionsfehler. Somit erreicht man durch die Verwendung
der Lattice-Struktur eine erhebliche Steigerung der Konvergenzgeschwindig-
keit. Auflerdem ist diese Realisierung weitgehend robust gegen Anfangsbedin-
gungen, das Einschwingverhalten ist optimal.
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8.10 Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Mathematisch 1asst sich die stufenweise Orthogonalitat der Riickwirts-Pradik-
tionsfehler als Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der eingehenden Signale
durch das r-stufige Filter interpretieren. Dabei werden schrittweise zueinander
orthogonale Funktionen (Vektoren) aufgebaut, wobei mit solchen Vektoren be-
gonnen wird, die die stirkste Dekorrelation (Ent-Korrelierung) bewirken. Der
Riickwarts-Pradiktionsfehler erfahrt also von Stufe zu Stufe eine Dekorrelati-
on, wobei die grofitmdogliche Dekorrelation zuerst durchgefiihrt wird. Obwohl
sie in vielfaltigen Textbiichern behandelt wird, wollen wir die Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung allgemein einfiihren, mit Beispielen illustrieren, und dann
untersuchen, inwiefern solch eine Orthogonalisierung von Lattice-Strukturen
durchgefiihrt wird.

8.10.1 Lineare Riume, Basen, innere Produkte

Eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist die schrittweise Entwicklung ei-
ner Basis aus Beispieldaten. Wir erinnern dazu zunéchst an einige wichtige
Eigenschaften einer Basis und eines linearen Raumes.

Eine Basis ist eine minimale (linear unabhingige) Darstellung eines li-
nearen Raumes. Bezeichnen wir die Elemente der Basis mit e, ez, ..., e,, so
kann jedes Element x des linearen Raumes durch eine lineare Uberlagerung
der Elemente der Basis dargestellt werden. Definieren wir also Koeffizienten
(a1,a2,...,a,), so gilt fir alle x:

X =aie; +ases +.... +ape, Vx (8.100)

Gleichung (8.100) wird auch als Entwicklung eines Elements x nach der
Basis ej, e, ..., e, bezeichnet. Um die Orthogonalitét zu definieren, benéti-
gen wir ein inneres Produkt aus zwei Elementen x,y des linearen Raumes.
Dieses wird in der Literatur mit einem geklammerten Paar (xy) oder auch
einem Punkt xey (engl. ,dot-product ) bezeichnet. Es gilt nun:

Zwei Elemente x,y des linearen Raumes sind orthogonal, wenn ihr inneres
Produkt verschwindet, also (xy) = 0.

Insbesondere sind natiirlich die Elemente der Basis auch Elemente des
linearen Raumes, und wir kénnen die Orthogonalitéitseigenschaft daher auch
auf die Basis anwenden. Es gilt:

Eine orthogonale Basis hat die Eigenschaft, dass jedes Paar von Basisele-
menten orthogonal ist, also

(eiej) =0 Wi 75] (8101)

Zuletzt fiihren wir mit Hilfe des inneren Produktes eine Normierung ein:
Ein Element x des Raumes ist ,auf Eins normiert* oder einfach ,normiert* ,
wenn gilt (xx) = 1. Ein Kunstwort fiir ,orthogonal und normiert ist ,or-
thonormiert” . Eine orthonormierte Basis ist also eine orthogonale Basis, fiir
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die zusétzlich gilt (e;e;) = 1 fiir alle e;. Orthonormale Basen haben beziiglich
der o.a. Entwicklung der Elemente sehr angenehme Eigenschaften. Um einen
der Koeflizienten a; zu bestimmen, bilden wir das innere Produkt aus der
Entwicklungsgleichung mit dem zugehorigen Basiselement ej. Es gilt:

(exx) = (erarer + ases + ... + aney)
= ai(ere1) + az(egez) + .... + an(erey)
= ay (8.102)

Dabei wurde sowohl die Linearitétseigenschaft des inneren Produktes als
auch die Orthonormiertheit der Basis ausgenutzt, die alle inneren Produkte
der letzten Summe verschwinden l4sst bis auf eines, ndmlich (egey) = 1. Somit
ergeben sich bei orthonormalen Basen die Koeffizienten eines Elementes x
einfach als inneres Produkt von x mit den entsprechenden Basiselementen.

Aus gutem Grund haben wir uns bisher nicht festgelegt, wie die Elemente
unserer linearen Rdume und wie das innere Produkt aussehen sollen. Dies wird
sich jetzt als hilfreich erweisen, denn wir werden an zwei Beispielen sehen, dass
man das Konzept der linearen Radume auf ganz unterschiedliche Typen von
Elementen anwenden kann.

Beispiel 8.8 — Vektorraum.

Als erstes Beispiel moégen uns konventionelle Vektoren dienen. Die
Elemente x sind dann N-dimensionale Vektoren und das innere Pro-
dukt ist das Skalarprodukt zweier Vektoren, gegeben durch

N
(xy) =) Txyr (8.103)
k=1

Eine orthonormale Basis wird z.B. gebildet aus den Einheitsvektoren
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Im Beispiel zweier Dimen-
sionen ist also

er = (1,0), ex=(0,1) (8.104)
eine orthonormale Basis. Aber auch
1 1
fi1=—=(1,1), fa=—(-11) (8.105)

V2

ist eine orthonormale Basis. Allgemein ist also die Basisdarstellung
nicht identisch mit der Koordinatendarstellung! Sie ist sogar vollig
unabhingig davon, wie wir jetzt illustrieren:
Betrachten wir z.B. den Vektor x = 2e; , so lasst sich dieser auch
darstellen als

x = 2e; = V2(f; — f3) (8.106)

Man beachte, dass wir bisher noch gar keine Koordinatendarstellung
angegeben haben! Diese ist vOllig unabhingig von der Basis: Wih-
len wir als Koordinatenachsen die e-Basisvektoren, so gilt x = (2,0).
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Wihlen wir die f-Basisvektoren, so gilt x = (\/_ ,—\/5) . Wih-
len wir eine noch andere orthonormale Basis {g1, g2}, so gilt nach
dem Entwicklungssatz x = a1g1 + a2g2 und damit in g-Koordinaten
x = (a1, az) mit

[(g1f1) — (g1f2)] (8.107)
[(g2f1) — (g2f2)] (8.108)

ar = (g1x) = 2(g1e1)
az = (ng) = 2(g291)

I
2 9

Das heisst, die Koordinaten (aj,as2) in der Darstellung der g-Basis
lassen sich aus beiden anderen Darstellungen (und auch aus jeder an-
deren Basis) berechnen. O

Beispiel 8.9 — Fourier-Reihe.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Fourier-Reihe. Dazu definiert
man N diskrete Frequenzen innerhalb der Bandbreite {2 des Signals
(Abtastzeit T):

(8.109)

_ _ _ 27r. _27T
w—nwo—nN—nNT, -

Fiir die zeitdiskrete Fouriertransformation (Fourier-Reihe) erhalt man:

X(n)= Y alkle™ = 3" afkle IRk (8.110)
k=—c0 k=—o00
bzw. -
X(n)= > alk]Wg* (8.111)
k=—oc0
Dabei ist Wy = e % der komplexe Drehoperator.
Inwiefern entspricht dies der Darstellung eines linearen Raumes? Of-
fensichtlich gilt x[k] = aj, es handelt sich dabei also um Kompo-

nenten in einer Basis. Wenn wir diese Analogie fortsetzen, so muss
die Basis gegeben sein durch Wi* = e;. Die Komponente x[k] er-
halten wir dann analog durch Bilden des inneren Produktes, also
z[k] = (ex X (n)) = (WX (n)), und nach Einsetzen von X (n):

k] = (WX (n)) = (WE* Y alm]Wy™)

= > a[m](WEWE™) (8.112)

m=—0oo

Dies ist offensichtlich genau dann richtig, wenn die {WW%*} eine or-
thonormale Basis bilden, da dann in der Summe nur ein Term {ibrig

243
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bleibt. Wir kdnnen nun fragen, wie ein inneres Produkt aussehen muss,
das diese Eigenschaft hat. Die Antwort sieht wie folgt aus:

N
n nm 1 n r nm —Tr
(WEIWE™) = < SO V) = (8113)
r=1

Dass dies in der Tat gilt, erkennt man durch Einsetzen des komplexen
Drehoperators in die Gleichung:

N
1 2
(WREWR™) = 5 D e /5 = by, (8.114)

r=1

Denn wenn k& = m, sind die Exponentialterme identisch 1. Wenn k#m,
so dreht der komplexe Drehoperator gerade (kK — m)n mal {iber den
Einheitskreis, und die Summe aller Terme wird damit Null.

Wie wir sehen, ist dieses innere Produkt sehr dhnlich dem oben ange-
gebenen inneren Produkt fiir Vektoren (Skalarprodukt):

N
(xy) =D @ (8.115)
r=1
In beiden Fillen wird also tiber NV ,Komponenten“ summiert. a

8.10.2 Prinzip der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Eine orthogonale Basis soll nun aus Beispieldaten {x1,xs, ..., X, } schrittweise
aufgebaut werden. Dies geschieht nach folgendem Gram-Schmidt-Schema fiir
die Basisvektoren {e;, ea, ...,en }:

e — X1 (8116)
€y = X9 — blel, (8117)

wobei wegen der Basiseigenschaft (ejes) = 0 gelten soll. Mithin

€122

0= (8192) = (61X2) — bl(elel), also bl = . (8118)
eje;
Fiir das k-te Element soll gelten
k-1
er =X — Z bre; (8.119)
i=1

das heisst das neue Basiselement ey, soll senkrecht (orthogonal) zu dem bisher
aufgespannten Raum, mithin senkrecht zu allen bisher bekannten Beispiel-
daten stehen. Dies wird erreicht mit Hilfe des neuen Beispiels x;, wobei da-
von ausgegangen wird, dass dieses tatsichlich eine Komponente senkrecht zu
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dem bisher aufgespannten Raum enthilt. Das neue Basiselement wird daher
auch Innovation genannt, und die Entwicklung eines Elementes x des linearen
Raumes in die Gram-Schmidt-Basis heisst auch Entwicklung nach Innovatio-
nen.

Die Koeffizienten erhalten einen hochgestellten Index k, um deutlich zu
machen, dass fiir jede (k-te) Stufe wieder andere Koeffizienten berechnet wer-
den. Wegen der Orthogonalitédt gilt

k—1
(ejer) = (e;xk) — > bF(ejei) = (ejxx) — b¥(eje;) =0 (Vj #k) (8.120)
=1
also
b ((zfz’“)) (8.121)
und damit
3 (o) 8.122
€ = X — ; (eiei) €e; ( . )

Offensichtlich macht dies nur solange Sinn, wie k& < NN, also kleiner als die
Dimension des linearen Raumes ist.

Wir haben schrittweise eine Basis aus einer Serie von Beispieldaten aufge-
baut. Dies ist z.B. extrem niitzlich, wenn diese Beispieldaten nicht alle gleich-
zeitig vorliegen, sondern als ein ,Strom“ von Daten zeitlich nacheinander
eintreffen. Die Basis kann dann schritthaltend aufgebaut werden.

Das dargestellte Verfahren hat die Eigenschaft, dass es rekursiv arbeitet:
fiir die Bestimmung des Basiselements e; miissen alle vorherigen Basiselemen-
te bekannt sein.

Wir wéhlen nun eine iibersichtliche Darstellung, die diesen Prozess im
ganzen wiedergibt. Dies kann in Matrixschreibweise wie folgt geschehen:

X1 10 0---0 e
X bbb 1 0 -0 [e
X3 — b% b% 1 ---0 €3 (8123)
Xk b’f ...... bﬁ 1 eL

Man beachte, dass es sich bei den x wie auch bei den e um Elemente des
linearen Raumes handelt, die (wie an obigen Beispielen gesehen) z.B. Vektoren
oder funktionale Ausdriicke sein kénnen.

8.10.3 Geschlossene Losung fiir die
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Wir iiberlegen uns nun, wie wir zu einer geschlossenen (nicht rekursiven) Lo-
sung fiir die Basiselemente e, kommen konnen. Offensichtlich ist dazu die
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Invertierung der Matrix mit den bi-Eintragen erforderlich. Wir wollen diese
Matrix B nennen, ihre Inverse A. Dann gilt

(S5 X1 X1
€2 X2 X2
S| =B '|[X|=A|% (8.124)
€k Xk Xk

Die Invertierung wollen wir jedoch wegen des hohen Rechenaufwands nicht
durchfithren. Wir kénnen aber eine Aussage tiber die Struktur von A machen.
Dazu hilft uns folgende Uberlegung: Wir schreiben symbolisch

B=Ug+Lpg (8.125)

Dies bedeutet, dass B aus einer Einheitsmatrix (Unit Matrix) U und einer
unteren (oder linken) Dreiecksmatrix (Left Triangular Matrix) L besteht. Fiir
die inverse Matrix A schreiben wir allgemein in dhnlicher Darstellung

A=Dyu+Ls+Ry (8.126)

wobei D fiir eine Diagonalmatrix und R fiir eine obere (oder rechte) Drei-
ecksmatrix steht. Wir konnen nun folgende Aussagen iiber die Struktur der
Produkte von Matrizen der angegebenen Form machen (diese lassen sich leicht
durch komponentenweises Aufschreiben verifizieren):

DX =X (X = Matrix beliebiger Struktur) (8.127)
XD = X (8.128)
LL=1L (8.129)
RR =R (8.130)
LR=L+D+R (8.131)
RL=L+D+R (8.132)

Mit diesen Zusammenhéngen schreiben wir jetzt fiir die aus dem Produkt
von B und seiner Inversen entstehenden Einheitsmatrix U = BA :

U = BA
=(Up+Lp)(Da+Ls+Ra)
=UgDs+L+(Ug+Lg)Ra (8.133)

Der letzte Term sind dabei alles Multiplikationen mit R 4. Alle anderen
Multiplikationen ergeben eine Diagonalmatrix UgD 4 sowie eine linke Drei-
ecksmatrix.

Wir erkennen daraus folgendes:
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1. Im Resultat wird der Beitrag zur rechten Dreiecksmatrix ausschliesslich
durch (Ug +Lg)Ra gebildet. Dieser Beitrag muss, da die Einheitsmatrix
entstehen soll, Null werden. Damit ist Ra = 0.

2. Mit R4 = 0 entsteht im Resultat die diagonale Komponente ausschliess-
lich durch UpD 4. Da dies die Einheitsmatrix ergeben soll, gilt offensicht-
lich D4 =U.

3. Die verbleibende linke Dreiecksmatrix L muss im Resultat ebenfalls Null
werden. Zur Berechnung steht nunmehr noch der Anteil L4 der Matrix A
zur Verfligung, es gilt

0=L=UgLy+LgD4+LgLy
=Ls+Lg+LgLx
= (U+Lp)La +Lp (8.134)

mit

Li=—(U+Lg) 'L (8.135)
Dabei wurden die bisherigen Resultate in die Gleichung eingesetzt. Of-
fensichtlich ist das Resultat mit den gegebenen Matrizen auch tatséchlich
erzielbar, denn die rechte Seite der letzten Gleichung ergibt wieder eine
linke Dreiecksmatrix.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die Inverse einer UL-Matrix wieder
eine UL-Matrix ist. Damit kdonnen wir die Inversion von B der Struktur nach
durchfiihren und eine geschlossene Losung fiir die Basiselemente e, angeben:

€] 1 0 0 - 0 X1
es a% 1 0 ---0 X9
€3 — a% a% 1 ---0 X3 (8136)
€L alf ...... aﬁ 1 Xk

Wir halten noch einmal fest, dass diese Darstellung notwendig fiir eine
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist. Wir konnen sie also im folgenden zur
Identifikation verwenden. Die Orthogonalitat der Basen ist damit noch nicht
garantiert, fiir sie miissen die entsprechenden Orthogonalititsgleichungen ve-
rifiziert werden.

8.10.4 Berechnung des Pridiktionsfehlers: eine
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung?

Die Definition fiir den Riickwarts-Pradiktionsfehler lautete fiir jede Stufe r:

b'k] = z[k — 7] + i a,xlk —r+ p (8.137)
p=1
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Wir schreiben nun auch diese Definition fiir alle Stufen r iibersichtlich in
Matrixform:

B[k 10 0 -0 [k]
bk ai 10 -0 |2[k—-1]
b (k] al e aj 1 x[k — 7]

Durch Vergleich mit der Matrixdarstellung fiir die geschlossene Losung
der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung erkennt man, dass es sich (gegeben die
noch zu {iberpriifende Orthogonalitéit der entstehenden Elemente) in der Tat
um dasselbe Verfahren handelt: Die Lattice-Struktur realisiert eine stufen-
weise Berechnung des Riickwirts-Pradiktionsfehlers, die genau einer Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung entspricht. Dabei wird als erster (Beispiel)Wert
x[k] zur Verfiigung gestellt, als zweiter [k — 1] etc. Dies entspricht genau dem
zeitlichen Riickwérts-Auftreten dieser Werte. Die Koeffizienten der Matrix
sind entsprechend geordnet.

Fiir die Riickwérts-Pradiktionsfehler haben wir die Orthogonalitét bereits
explizit nachgewiesen, indem wir uns die gapped-Funktion zunutze gemacht
haben. Die Lattice-Struktur produziert also mit Hilfe einer Gram-Schmidt-
Orthogonalisierung eine Basis aus Riickwarts-Pradiktionsfehlern, die alle zum
selben Zeitpunkt (k) orthogonal zueinander sind. Aus diesem Grunde werden
die Riickwirts-Pradiktionsfehler gerne als diagonalisierte Information iiber die
Daten benutzt, um z.B. adaptive Filter zu realisieren.

Wie verhélt es sich nun mit den Vorwérts-Pradiktionsfehlern? Dazu be-
nutzen wir wieder die Definition

e"[k] = z[k] + Z a,xk — p (8.139)

und schreiben auch diese iibersichtlich in Matrixdarstellung, wobei wir
besonders auf die Zeitpunkte achten miissen:

ek — 7] 10 0---0 xz[k — 7]
ellk —r+1] ai 1.0 - 0| |afk—r+1]
Ek—r+2] | _|dadal 1 - 0| |afk—r+2] (8.140)
er[k} a: ...... (17{ 1 x[k]

Durch Vergleich mit der Matrixdarstellung fiir die geschlossene Losung der
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung erkennt man, dass auch hier (gegeben die
noch zu iberpriifende Orthogonalitét der entstehenden Elemente) mit Hilfe
der r Werte z eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung vorgenommen wird. Die
zeitliche Ordnung der z-Werte entspricht dieser Vorwértsrichtung. Allerdings
kann dabei wegen der linken Seite der Matrixgleichung nur eine orthogonale
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Basis aus Vorwirts-Pradiktionsfehlern zu verschiedenen Zeitpunkten gebildet
werden. Aus diesem Grunde konnen die Vorwérts-Prédiktionsfehler nur dann
als gleichzeitige diagonalisierte Information {iber die Daten benutzt werden,
wenn weitere Zeitverzogerungsglieder zwischengeschaltet sind. Wegen der da-
bei auftretenden Verzogerung werden sie daher typischerweise nicht benutzt.

Wir haben die Orthogonalitéit der Basis aus Pradiktionsfehlern daraus ge-
schlossen, dass die Definitionsgleichungen genau der Gram-Schmidt-Struktur
entsprechen und dass die Orthogonalitét der Elemente nachgewiesen ist. Fiir
die Riickwirts-Pradiktionsfehler hatten wir dies weiter oben auch explizit
nachgewiesen, indem wir uns die gapped-Funktion zunutze gemacht haben.
Dies ist in gleicher Weise mit den Vorwirts-Priadiktionsfehlern (wie angege-
ben, zu verschiedenen Zeitpunkten) méoglich. Dem Leser sei dies als Ubung
8.8 empfohlen.

8.11 Ausblick: Der Burg-Algorithmus

Wir haben bereits im Abschnitt 8.4 die Auswirkungen von Kurz- und Lang-
zeitstationaritdt auf die Schitzung der Autokorrelationsfolge und damit auf
die Losung der Yule-Walker-Gleichung diskutiert. Gleiches gilt -wegen identi-
scher Struktur - fiir die Wiener-Hopf-Gleichung. Die Schétzproblematik ent-
stand aus dem Ansatz, dass wir eine korrekte Identifikation der Parameter des
erzeugenden Modells (Yule-Walker) bzw. einen minimalen Fehler der Pradik-
tion (Wiener-Hopf) fordern und dabei die Werte der Autokorrelationsfolge als
gegeben annehmen. Anschlieffend wendeten wir uns der Frage zu, wie genau
diese Folgenwerte berechnet werden kénnen.

Wir wollen uns nun fragen, ob es nicht auf systematische Weise gelingt,
im Falle endlicher Merkmalsfolgen geeignete (neue) Schitzgleichungen fiir die
Modellparameter anzugeben. Dazu sollte ein Verfahren angegeben werden, das
die Probleme a) der fehlerhaften Berechnung der AKF-Werte bei endlichen
Merkmalsfolgen (welche sich nicht beseitigen ldsst) und b) der Identifikation
der Modellparameter gleichzeitig angeht.

Betrachten wir zun#chst das simple Abschneiden der Folgenglieder der
AKF. Hier entsteht bekanntlich der Effekt, dass wir entweder eine erwar-
tungstreue und nicht konsistente, oder aber eine nicht erwartungstreue aber
konsistente Schatzung der AKF vornehmen kénnen. Dies fiihrt zu Verfilschun-
gen der Schitzwerte der AKF und damit der Modellparameter.

Ein anderer Ansatz ist es, die durch das Abschneiden bedingten Ein-
schwingphasen und Ausschwingphasen in der Berechnung der AKF herauszu-
nehmen. D.h. die AKF wird bei einem Pradiktor n-ten Grades und Vorliegen
von N Mefiwerten nur fiir diejenigen Werte s[k] berechnet, wo n<k<N —n ist,
die anderen Werte von s[k] werden als unbestimmt betrachtet. Dieses Verfah-
ren heisst Kovarianzmethode. Es zeigt sich, sieche (Kammeyer und Kroschel,
2002), dass damit zwar eine erwartungstreue Schitzung realisiert wird, dass
aber das entstehende Pradiktorfilter nicht zwingend stabil ist.
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Man versucht nun, die Vorteile der Kovarianzmethode beizubehalten, das
Verfahren aber so zu modifizieren, dass das entstehende Filter minimalphasig,
mithin stabil ist. Dies gelingt, indem wir uns die Methodologie der Lattice-
Strukturen zunutze machen: daher ist dieser Abschnitt an dieser relativ fortge-
schrittenen Stelle des Buches angesiedelt. Wir wihlen als Optimierungskriteri-
um nicht wie bisher die Minimierung des Vorwérts-Pradiktionsfehlers, sondern
minimieren die Summe aus Vorwdarts- und Rickwdrts-Pradiktionsfehler. Dabei
nutzen wir aus, dass die Leistungen beider Fehler gleich sind. Die PARCOR-
Koeffizienten 4, dieses Verfahrens erhalten wir dann aus dem Verschwinden
der partiellen Ableitungen

N-1
S (e kP + prEP) =0 r=1...n (8.141)
" k=r

]

Dieses Verfahren trigt den Namen Burg-Algorithmus und wird auch als
,Methode der Maximalen Entropie* bezeichnet, (Burg, 1967). Die Stabilitét
des entstehenden Filters ist garantiert. Da die PARCOR-Koeffizienten direkt
gewonnen werden, kann ein Lattice-Filter direkt angegeben werden. Die Ko-
effizienten der dazugehorigen Analyse- bzw. Synthesefilter ergeben sich aus
den PARCOR-Koeflizienten mit Hilfe der Gleichungen der Levinson-Durbin-
Rekursion.

Mit dem Burg-Algorithmus ist ein Verfahren beschrieben, welches stabi-
le Filter aus endlichen Merkmalsfolgen schétzt. Der Algorithmus ist damit
geeignet fiir die Berechnung von Filtern aus kurzzeitstationdren Daten. Auf
mathematische Details soll hier nicht eingegangen werden, niheres siehe z.B.
(Kammeyer und Kroschel, 2002).

8.12 Beispiel Sprachverarbeitung

Wir haben uns in den vorhergehenden Abschnitten ausfiihrlich mit den Mo-
dellsystemen zur Spektralschidtzung beschiftigt. Wir haben uns dabei auf die
autoregressiven Modelle beschrinkt, da diese in der Praxis die bei weitem
grofite Bedeutung haben. Der wesentliche Vorteil der AR-Modelle gegeniiber
den traditionellen Verfahren ist, dass auf Grund der wenigen zu schitzenden
Grofsen auch mit kurzen Messreihen eine zufriedenstellende Spektralschitzung
erreicht werden kann.

Diese Eigenschaft ist besonders wichtig in der automatischen Sprachver-
arbeitung. Wir beschrénken uns hier auf einen kleinen Ausschnitt der Sig-
nalverarbeitung innerhalb der automatischen Sprachverarbeitung, fiir einen
grosseren Uberblick siehe z.B. das Lehrbuch (Wendemuth, 2004).

Da sich das Sprachsignal stindig dndert, kann nur fiir sehr kurze Zeit-
spannen (wenige Millisekunden) Stationaritét angenommen werden. Tradi-
tionelle Verfahren sind unter diesen Bedingungen vollig ungeeignet. Ein wei-
terer Vorteil ist, dass sich der Vorgang der Spracherzeugung gut mit Hilfe
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stimmhafte

Anregung Lautstarke

Impulsfolge \ﬁ I M M

stimmlose

Anregun
9ung Vokaltrakt- Sprach-
Modell signal

Rauschen

Abbildung 8.14. Quelle-Filter-Modell der Spracherzeugung

des AR-Modells beschreiben 14fst. Abb. 8.14 zeigt dazu ein einfaches Quelle-
Filter-Modell der Spracherzeugung von G. Fant (Fant, 1960). Die Stimmbén-
der erzeugen eine Erregerfrequenz, im Fall stimmhafter Laute ein Impulsfolge
(,,pitch® ) bzw. weifses Rauschen fiir einen stimmlosen Laut. Hier besteht ein
Unterschied zum autoregressiven Modell, bei dem wir grundsétzlich von einer
Anregung durch weifses Rauschen ausgegangen sind. Aus der Erregerfrequenz
wird nun im Vokaltrakt (Mund, Nase und Rachen) ein bestimmter Klang
geformt. Dies kann gut durch rekursive Filter nachgebildet werden. Charak-
teristisch fiir einen Laut ist also nicht die Anregung, sondern die Struktur des
Vokaltraktes. Diesen gilt es zu modellieren (Synthesefilter = AR-Prozess, fiir
bekannte Laute) und zu analysieren (Analysefilter, fiir unbekannte Laute).
In Abb. 8.15 a) wird das originale Spektrum eines Ausschnitts des Vokals
,“ mit einer Schitzung durch das AR-Modell verglichen. Man erkennt den
charakteristischen Verlauf der Schitzung mit den ersten drei Resonanzstellen
bei 1200H z, 2600 H z und 3400H z. In der Sprachverarbeitung bezeichnet man
diese Resonanzen als Formanten. Der gewéhlte Ausschnitt hat eine zeitliche
Lange von ca. 30ms, in der das Sprachsignal als hinreichend stationér angese-
hen werden kann. Wahrend das tatsédchliche Spektrum aus 512 FFT-Werten
besteht, werden fiir die AR-Schitzung lediglich 16 Koeffizienten fiir das ge-
glattete Spektrum bendtigt. Dariiber hinaus zeigt Abb. 8.15 b) den zeitlichen
Verlauf des Pradiktionsfehlers des geschitzten Prozesses. Bei einem autore-
gressiven Prozess wiirde man ein weiftes Rauschen erwarten, das Diagramm
dagegen zeigt eine verrauschte Impulsfolge. Ursache hierfiir ist die Tatsache,
dass bei der Erzeugung stimmhafter Laute das erregende Signal eine Impuls-
folge ist, siehe Abb. 8.14. Wir sehen also, dass trotz dieses Unterschieds zum
AR-Modell eine zufriedenstellende Schitzung des Spachsignals moglich ist.
Abb. 8.16 a) zeigt den charakteristischen Verlauf der Spektren der Vokale
£ und i mit einer Pradiktorordnung n = 16. Typisch fiir den Vokal ,i* ist
eine etwa gleichbleibende Ausprigung der zweiten und dritten Formantspit-
zen. Beim Vokal ,e“ dagegen fallen die Spitzen zu hoheren Frequenzen hin ab.
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(a) (b)

LDS/dB elk]
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Abbildung 8.15. Spektralanalyse des Vokals "a": a) Vergleich des tatsichlichen
Spektrums mit der AR-Schétzung, b) Pradiktionsfehler des Prozesses

(a) Vokale "e" und "i", n=14 (b) Vokale "e" und "i"", n=6
LDS indB LDS indB
5 p
10 -
- »€"
A\ e 0
0 5
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Abbildung 8.16. Spektralanalyse der Vokale "e" und "i": a) Pradiktionssystem
der Ordnung n=16, b) Pradiktionssystem der Ordnung n=6

Zum Vergleich wird in Abb. 8.16 b) die Verwendung eines Systems mit einer
zu geringen Ordnung demonstriert. Die Formanten kénnen nicht mehr richtig
dargestellt werden, ihre Zahl verringert sich durch die Glattung drastisch, so
dass eine genaue Bestimmung der beiden Vokale erheblich erschwert wird.

Ubungen

Ubung 8.1 — Autoregressiver Prozess.

Gegeben sei eine Folge z[n] bei der mit Hilfe eines Fensters die folgenden Funk-
tionswerte ausgeschnitten wurden: z[0] = 1, z[1] = -2, z[2] = 5, z[3] = 3.
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Aufierhalb des Fensters sind alle Werte gleich Null.

1. Schitzen Sie die zugehorige konsistente AKF §x x[k] mit N = 4.

2. Berechnen Sie aus §x x[k] die Pradiktorkoeflizienten fiir ein AR-Modell
zweiter Ordnung.

3. Wie lautet die Ubertragungsfunktion?

Ubung 8.2 — AKF mit Systemkorrelationsfolge.

Betrachten Sie ein AR-System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten

a; = 1/4, ay = —1/2 wie in Beispiel 8.1. Vor dem Zeitpunkt t=0 sind
alle Grossen im System Null. Das System wird dann angeregt mit einer delta-
Folge ¢[n] = d[n].

a) Bestimmen Sie die die ersten 4 Terme der wahren Autokorrelationsfolge
sxx (x) mit Hilfe der Gleichung (7.54) durch Faltung der AKF der anregenden
Delta-Folge mit der Systemkorrelationsfolge des iibertragenden Systems, und
anschliessender Riicktransformation.

b) Vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus Beispiel 8.1.

Ubung 8.3 — Yule-Walker-Gleichung.

Betrachten Sie ein AR-System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten
(11:1/8, a2:—1/2.
Vor dem Zeitpunkt t=0 sind alle Grossen im System Null. Das System
wird dann angeregt mit einer delta-Folge gq[n] = d[n].
Bestimmen Sie die die ersten 4 Terme der wahren Autokorrelationsfolge
SXX (K)
a) mit Hilfe der Gleichung (7.54) durch Faltung der AKF der anregenden
Delta-Folge mit der Systemkorrelationsfolge des iibertragenden Systems, und
anschliessender Riicktransformation.
b) mit Hilfe des modifizierten Yule-Walker-Gleichungssysstems (8.29) (siehe
Beispiel 8.1).

Ubung 8.4 — Versagen der Yule-Walker-Gleichung?.

Betrachten Sie erneut ein AR-System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten
a1:1/27 a2:—1/2.

Vor dem Zeitpunkt t=0 sind alle Gréssen im System Null. Das System
wird dann angeregt mit einer delta-Folge g[n] = d[n].

Man versucht, die ersten 3 Terme der Autokorrelationsfolge sx x (x) mit
Hilfe des modifizierten Yule-Walker-Gleichungssystems (8.29) aus Beispiel 8.1
zu bestimmen. Zeigen Sie, dass das nicht mdglich ist, da die Matrix des Glei-
chungssystems (8.29) singuldr wird. Um dies zu zeigen, berechnen Sie die
Determinante der Matrix.

Durch die Singularitétseigenschaft kann das Gleichungssystem nicht gelGst
werden. Warum? Hat die Yule-Walker-Gleichung versagt?

Wenn Sie dazu keine passende Antwort haben, schauen Sie nochmals in
den Abschnitt 3.3.1 auf Seite 67.
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Ubung 8.5 — Levinson-Durbin-Rekursion.

Betrachten Sie ein AR-System 2. Ordnung mit den Modellkoeffizienten

ap = 1/4, ag = —1/2 wie in Beispiel 8.2. Vor dem Zeitpunkt t=0 sind
alle Gréssen im System Null. Das System wird dann angeregt mit einer delta-
Folge g[n] = d[n].

Die Werte der zugehorigen Schitzung einer konsistenten Autokorrelati-
onsfunktion mit N=4 wurden in Beispiel 8.2 berechnet, die Ergebnisse fin-
den sich in Gln. (8.34). Benutzen Sie diese Ergebnisse, um mit Hilfe einer
Levinson-Durbin-Rekursion Modellparameter 1. und 2. Ordnung zu bestim-
men. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir beide Ordnungen mit den Resultaten
a? = 0.2391, a2 = —0.3305 aus Beispiel 8.2 bzw. a} = —pi = 0.3571 aus
Beispiel 8.3.

Ubung 8.6 — Lattice-Struktur.

Betrachten Sie das 2-stufige Pradiktionsfilter in Lattice-Struktur aus Beispiel
8.6. Regen Sie dieses Filter an mit den Werten aus Beispiel 8.2,

2[0] = 1, 2[1] = —0.25, 2[2] = 0.5625, z[3] = —0.2656.

Berechnen Sie die Werte des Vorwérts—Préadiktionsfehlers eg[n], e1[n], e2[n]
und des Riickwirts—Pradiktionsfehlers bo[n], bi[n] zu den Zeitpunkten n =
0,1,2,3. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir ex[n] mit denen aus Beispiel 8.4.

Ubung 8.7 — Inverse Lattice-Struktur.

Betrachten Sie das 2-stufige inverse Filter in Lattice-Struktur aus Beispiel
8.7. Berechnen Sie bei Anregung mit es[n] = d[n] die Werte des Vorwérts—
Pradiktionsfehlers eg[n], ei[n], ea[n] und des Riickwirts—Pradiktionsfehlers
bo[n], bi[n], b2[n] zu den Zeitpunkten n = 0,1,2,3. Vergleichen Sie die Er-
gebnisse fiir z[n] = eg[n] mit denen aus Beispiel 8.2,

2[0] = 1, 2[1] = —0.25, 2[2] = 0.5625, 2[3] = —0.2656.

Uberpriifen Sie die Giiltigkeit von Theorem 8.7 auf Seite 237, indem Sie fiir
die Riickwérts—Pradiktionsfehler Ergodizitit annehmen und alle paarweisen
Erwartungswerte iiber die Zeitpunkte n = {0, 1,2, 3} bilden.

Ubung 8.8 — Orthogonalitit des Vorwirts-Pridiktionsfehlers.

Gegeben sei eine Lattice-Struktur. Fiir den Vorwirts-Pradiktionsfehlers gilt
Gl. (8.140). Aus dieser Gleichung erkennt man, dass es sich bei der Berechnung
um eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung handeln kann. Beachten Sie die
verschiedenen Zeitpunkte!

Zeigen Sie analog zum Beweis von Theorem 8.7 auf Seite 237, dass die
Vorwiérts-Pradiktionsfehler zu den angegebenen Zeitpunkten paarweise ortho-
gonal sind. Begriinden Sie, warum es sich deshalb, zusammen mit der genann-
ten Gl. (8.140), bei der Berechnung der Vorwérts-Préadiktionsfehler zu den an-
gegebenen Zeitpunkten um eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung handelt.
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